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Rellarione costitufiva fn campo elastico

F ' causa

A
E—
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nel caso piu generale di stato di tensione
triassiale la deformazione £, e data da:

c c o 6, to,
g€, = v—= g, =v— g, =—*—y2
E E E E
O Rdalons. Tansloms. Doformectons. Rellezione costitutiva in campe elastico
A
F causa A
— F=KI[A dove K= ET
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€
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y contrazione laterale (effetto Poisson)
c c
e = _y 8z = z
y E E
In modo analogo si
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0 Sl S dvoommieon Rellaziene costitutiva fin campe elasiico

stato di tensione triassiale
relazione costitutiva in campo elastico tra deformazione € e la tensione O':

nel sistema di riferimento xyz

X

= oo, vo)

L}
—

_1 (o, +
e, =—|o,—vlo, +o

R

nel sistema di riferimento principale

1
€ =E[01 _V(G2 +03)]

1
€, :E[Gz _V(Gl +03)]

€; =%[63 _V(Gl +02)]

i Selwalonss Snsinon Rnfromasbon Rellezione costiuiva in campo elastico

Nel caso di torsione pura, con la

Torsione disposizione degli assi scelta, si ha:

a;(: a;/: OEZTXZ:T)/Z:0
X T, Z0

M T=(16 M)/ (Ttd?) L’equazione cubica dello stato di tensione
assume quindi la seguente forma:

0'1 0'3 ﬂ
M
\ 03-01,,/=0

da cui si ottiene:

M

T, JL
g,=-0
3 1 0-1 Txy
/ 0,=0
0'3 0'1 0'3_ Txy




it - Relazione Tensions. Deformazions:

1
y———— Na’
[0}

(T4 g, /2) = 22

ow_ 0a(1Ey) o
o'b’ ob (1+ &4) ob

(1+ &3)
1+ &q)

tg(rt/d- ¥ /2) =

tg m/4-tg K, /2
(1+tg /4 tg K, /2)

__tga-tgp tg(7m/d- i, /2) =
tg(a- B) = T t9atad = 1g( Ky /2)

GOl - Relazions Tanslons Delormazions: W@Mhmm

gma-gy,/2  1-K, /2  (1+&,)
(1+tg 7M/Atg g, /2) 1+ ), /2 (1+€)

!

tg(rt/4- i, /2) =

_ _ 1-),/2 1-&4)
g,=-0 E,=-E Xy = 1
3 1 = &3 1 = Y, 2 (@ Ey)
essendo: JL
£,=UE[g-v(g+a)] <= Ky =2€;
si ottiene:

Ky=2lE[0-v(g+a;)]
nel caso della torsione pura 0 1= T, e O3=-T,, equindi

%,=20+V) 6, [E =2(1+V) 1, [E=T,,/G  G=E/[2(1+ v)]




Sollecitazione di taglio:

Ty

K(y TG

_ Iy
¥ =&
T

_ty

K = G

y1:
_0,-03

0, -0;

o, -0,

V= €,-€&3
b= €1-€&3
K= €,-&;

A

valida in campo elastico (per i materiali isotropi)

,

\
1/ -V/IE -VIE| O 0 0
-V/IE 1E -VIE| O 0 0
-V/IE -VIE 1/E 0 0 0
0 0 o | 1G 0 0
0 0 0 0 1/G 0
0 0 0 0 0 1/G
J

Le sottomatrici nulle indicano che non c’'e accoppiamento
tra componenti normali della tensione e distorsione




it - Relazione Tensions. Deformazions:

comportamento elasto-plastico

as

scarico

gp / Limite elastico

L =

Come si comporta il materiale
oltre il limite elastico?

I

Rimuovendo la forza applicata
rimane un allungamento residuo
permanente

A

scarico

i

Al termine del ciclo di carico non rimane
alcuna deformazione permanente

Come si comporta il materiale
oltre il limite elastico?




CDiNi - Relazions. Tensions. Deformazons:

comportamento
elastico non
o lineare
La curva O &€ del materiale
a /
comportamento

elasto-plastico
Limite elastico

. . A g>
limite elastico g
convenzionale
amax
= O

¢

£, =0.002 = 0.2%
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€N - Relazions. Tenslone. Deformazone:
Lacurva O &

Modelli semplificati




i - Relazions Tensions Deformeazene

Lacurva O &
Modello bilineare: rigido-plastico
(o)
O
O
Lacurva O &€
Modello bilineare: elasto-plastico perfetto
(o)

< q

dominio elastico




i - Relazions Tensions Deformeazene
Lacurva O &

Modello bilineare: elasto-plastico con incrudimento
(o)

<

dominio elastico

Lacurva O &

Modello multilineare: elasto-plastico con incrudimento

g /E2

< q

—_— dominio elastico




Lacurva O &

Energia di deformazione E = J.Fdl, E=—FI[AL
g 2
B VAR A
Onax 14 AL 2 AL )

Energia di deformazione elastica

R = %00 ax& = Omax’! 2E

l Energia di deformazione plastica

v
)

T=[0d€ - 0,2 2E

allaumentare della
deformazione questo termine
diventa trascurabile

&

Lacurva O &

Effetto benefico del comportamento plastico:
ridistribuzione dello stato tensionale nelle zone di forte gradiente

A

g ) .
andamento teorico della tensione

in campo totalmente elastico

=

effetto della plasticizzazione —
sull'andamento della tensione

Zona con forte gradiente tensionale
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DI - Relazions Tenslone. Deformazons:

AL - Lf_ LO

L Lo
deformazione ingegneristica

Lacurva O &

fde =In

deformazione logaritmica
detta anche deformazione vera (true strain)

L
Tf = 1+€ Jd=In(1+ €) E=eb-1
0
IPOTESI: in campo plastico la deformazione
avviene a volume costante O=FA,
tensione ingegneristica
- _F A

S=F/A = A, A

S =UAAQ =0ge’=0(1+ &)

tensione vera

Ap Ly =AsL, A /A=(1+E)  d=In(A/A) (true stress)

L/ Ly=A, /A A=A, 1+ E) A=Aj/ed

Lacurva O &
Una relazione O € spesso utilizzata: 5
4 < P=SA
S
RottY A=A K1+ £ JL
a1 o /( )
S = ke A=A0/65 P=SA0/e5
e
Caratteristiche i Cl?ndiZiO?e )
3+ del materiale I collasso plastico R
0» dapP -0
5 B /
( S =0 :(> —_— —

S,=kq " = nkg M =kg" = g=n
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i - Relazions Tensions Deformeazene

Lacurva O &

Valori di k ed 7 misurati sperimentalmente (prova di trazione)

Marerial Constamis & and & for Different Sheet Materials

(MPaPSI/144.5)

E Thicknics
Minterial Treatmanl L] [ [imedi)
| 1.0% per cent Carbon fittamaec Annealed k.21 77, 100 L0y?
s
2, TS per ool Cadban killed Annesled amd
ikee] teenpaer-rodled Fha 7Y D0 ax7
1, Sameas #37, comphetely Annenled in wet
ilecarhureeil h:ndrlhpl!'l fid T | TS5, 500 ax?
4, 08007 per cent Phomphorus  Annealed 156 93330 0x7
livar-carbsnn sneel
i SAE 41%) seest A nmealed 118 169 400 ax7
f. SAE 41 speel Mormalized and
temper-rodled 156 13500 oy
1. Type 430 sinsnbess
sbeed {17 per cent Cr) A nmenled 219 43,000 Q5
B Aleos 24-5 aluminem Annealed 211 55 B0 (k)
%, Keymolds R-300
IS B Annesled 1 AR ASD ki)
Tewis by 1. B Low and F. CGaralalo
Lacurva O €

Curve O & sperimentali in campo plastico (prova di trazione)
presentate in scala logaritmica

150 T T

Stress, 1000 psi —>-

0.01 0.02 0.04 0.06

Strain, inch per inch —am

0.08 0.10

0.20
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Sollecitazione triassiale in
campo plastico

IPOTESI: 1) Storia di carico monotona
2) Volume costante 4V=0

3) Parallelismo tra tensioni e deformazioni principali

52| | o, (O = Tensione vera)

4) Il rapporto tra deformazione e tensione tangenziale & uguale
per tutte le componenti e si mantiene costante durante la
deformazione

6,-8 _ 3-8 _ &-§

0'1-0'2_ 0-2'0-3 - 0-3'0-1 :Ci

5) La componente elastica della deformazione ¢ trascurabile
rispetto a quella plastica

Sollecitazione triassiale in
campo plastico

dalla 2° delle ipotesi precedenti si ha:
V, = V Vo=abc (1+ &) (1+ & ) (1+ &)
Vo=V, =+ &)1+ &)1+ &) =1

dalla 4° delle ipotesi
precedenti si ha: JL

51- 52: Ci(al_UZ)
3,-8;,=Ci(0,-0;5) — 5, =2C/3[

d=In(l+ &) =) & +8,+8,=0

1

0.-7(0,+0;)]
Queste relazioni sono simili a 52 =2C./3 [0-2 - 1/2(0-1 +0-3)]
|

quelle di Hooke,
valide in campo elastico, 53 =2C /3 [0.3 - 1/2(0-1 +0'2)]

con un valore di v pari ad ¥2
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Sollecitazione triassiale in
campo plastico

Ci € una caratteristica del materiale che puo essere valutata con una
prova sperimentale (prova di trazione)

<
<+ > 0., 0,0

caso monoassiale (prova di trazione) o
caso triassiale

IPOTESI | due stati di tensione sono equivalenti
se la tensione T, calcolata nei due casi & la stessa

L=13V (0, - 0,2 +(0, - G3) +(0; - 0,)?

alla quale & associata la deformazione tangenziale ),

¥ =213V (8, - 8,)* +(3, - 85)” +(85- 8y)?

Sollecitazione triassiale in
campo plastico

la tensione 7, calcolata nel caso monoassiale (0, = g; =0) vale:

L,=13V (0, - 0,)? +H(0, - 03)2 +(03- 07)% =1/3V (0,)% +(- 0,)? :‘/?2

la deformazione ) calcolata nel caso monoassiale

(8, =03 =-0,/2) vale:

¥ =213V (8, - 8,)2 +(8, - 85)? +(5- &,)?
¥ =2/3V (8, - 8,/2)2 +((-8,/2) - (-3,/2)) 2 +(-8,2- 8,2 =28,

quindi i valori di 7, e )4 nel caso monoassiale sono i seguenti:

37, ¥
TO :.\/?20-1 %:'\/261 0'1 :729 51=_\/_(;

0
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oM - Relazione Tensione Deformazione
Sollecitazione triassiale in
campo plastico

la deformazione principale nel caso monoassiale si puo calcolare come segue

LS
1 n %T =35
i~ 20
%

nell'ipotesi che sia valida la relazione costitutiva 0=k O" siha:

\/2--k— %:‘/Zk_\/z

ﬂ) \ % n 31-0 1/n
]

Sollecitazione triassiale
in campo plastico

dalle relazioni ottenute si puo ricavare il valore di
C; in funzione della sola 7,

C = % e
v yn  ©stata ottenuta
0 C = V2|37 utilizzando la T
3 I, 1/n i 2 [ k\/2 calcolata nel caso
¥=V2 N2 monoassiale

Nel caso triassiale la T,dovra essere calcolata
utilizzando tutte le componenti della tensione

L=13V (0, - 0,2 +(0, - 03) +(0; - 0,)?

ed introdotta nell'espressione di Ci
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i - Relazions. Tensione. Reformazons:
Sollecitazione triassiale

in campo plastico

Introducendo quindi la T, calcolata nel caso triassiale
nellespressione di C; si ottiene:

Ci = 3(2)(-1—[’1)/2”(1/ k)l/n[(ai - 0'2)2 +(a'2 - 0'3)2 +(a'3 - 0-1)2](1-n)/2n

Posto: a = % = L si ottiene:
- =0 B=o; -
Y (1-n)/2
aEL C N(1-n neC N
& =7 | |[a?+Bp*+Ll-ap-a - - 2.5
L J ~ P ~ 2 2/
_ I/n
o\ N\(@-ny2n ¢ g 1)
=|—7| la?+p%+1l-ap-a - a-5-=
%, KB B B B -7 7]
'a-‘llnr N(1-n)i2n N
1 -n)/iZn 1
& =|7 | la*+B2+1-ap-a -B J AN
L J ~ P ~ 2 2/

Wi - Relazione. Tensione. Beformazone: . .
Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

IPOTESI: spessore sottile De ODi ODm

o o, o,
1
;=0
S
P
O-
D
D

F _PeDel _ PeD
A T 2esel T 2es

_PD
27 4es

ai:

0,00




Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

2s %27as %70 otz Fro e

(o) ( (1-n)/2n
o, Tl az+p?+l-ap-a -ﬂ} [1%§]

1/n

- (1-n)/2n
& =% \(1/2)2+ 0+1-0- (%) - o]

[1- Ya -o]

- M _@nyzn (1+n)/2n

al /n
5 =| \3/4] [3/4] 0 = {zF-);c[-)s]l [3/4]

Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

[ 0'3:0 0:71:7 ﬁ:vl-:o

1/n

| 9 ) ) (2-n)/2n ﬂ 1
o = k‘ [a +pc+l-ap-a -ﬂ} [0-7-7]

1/n

(1-n)/2n
S =% [(1/2)2+o+1-o-(1/2)-o] [%-0_7]

5, =0




i - Relazions Tensions Deformeazene

_ PD _ PD _ o O3
G Ge GTGe G0 d=gig feg 0
_ d/n
a’l e ) ) (2-n)/2n a 1
& =% az+p +l-ap-a -p B-5 =
(g n (1-n)i2n L1
_|=21| [ 1
8= |7 \(/2)2+0+1-0-(/2)-0] [0-7-7]
‘o I (@-ny2n In (1+n)/2n
1 PeD
& =7 3/4] [ 3/4] 53:{2-/(-5]1 [ 3/4}

Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

(1+n)/2n

P<D "

0, = [2. - ]1 [3/4]
L - D
&) = (%)

0, =Iln

N\

6 1/n
e
1™ 2'k‘SO'e- 1 4

(1+n)/2n n

Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

5,

0 =-9

D =D, e

s:ser:soe'al

P = [ﬁ}e '251 5—1

Do Ln

Gh
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i - Relazions. Tensione. Reformazons:

2

Sostituendo &, con I nella espressione di P si ottiene

[ 2¢kes, oM n
Pu=|"D, n

Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

Condizione di collasso plastico:

dP
=0
dad

[-208_261 ‘51n + n.51n-1 ‘8-261] =0

_ . _n
La derivata si annulla se: 51u =5

n

P, & il valore critico della pressione, che
provoca il collasso plastico del
serbatoio.

DI - Relazdons Tenslons. Delormazons:

2- S
Pu 0 [ 1+n

b - [2- 1066 3.175} o -0.156
4572

Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

Esempio numerico Dati:
D, =18in=457.2 mm MPa [ PSI
o =0125in=3175mm """ 1244620 )
k =154000 PSI = 1066 MPa
n =0.156
O = 89000 PSI = 614 MPa
O = 98000 PS| = 676 MPa
0.156 0.156
1+0.156 =10.0474 MPa
3 ]0.156x2
>\ (0100.5 bar )

19



CDIY - Relazione Tenslons. Deformazons: . .
Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

Esempio numerico Dati:
D, =18in=457.2 mm

Sy =0.125in=3.175 mm
k =154000 PSI = 1066 MPa
n =0.156

Og = 89000 PSI = 614 MPa
ORr = 98000 PSI = 676 MPa

PSI

(MPa L T2 2629 )

P, 0100.5 bar

. . 1
o, = Z.SD o, :% 0-3:0 7, :E\/(al —0’2)2+(0'2_0'3)2+(0'3 _01)2

o, =1o.o474%=723.4MPa T, =%1/(c71)2 +(o) :%a

4572 I
0, =10.0474 =22 =361.TMPa g :ﬁ\/(a1 ~0,) +(0,-0,) +(0, -0,

GOt - Relazione Tenslone Deformazione: . .
Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

Esempio numerico Dati:

D, =18in=457.2 mm
Sy =0.125in=3.175 mm

k =154000 PSI = 1066 MPa
n =0.156

O5 = 89000 PSI = 614 MPa
Or = 98000 PSI =676 MPa

PSI

(MPa L o620 )

P, 0100.5 bar

o= %\/(723.4 -361.7) +(361.7-0) +(0-723.4) =626MPa




CDIY - Relazione Tenslons. Deformazons: . .
Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

IPOTESI: spessore sottile De ODi ODmM

(22} 2es
UM =T o, 00

a'3max =-P

GOt - Relazione Tenslone Deformazione: . .
Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

PsD PsD 2 0.
O1= % %275 @70 a=g =1 B=7g =0
o 1/n ()2
1 -n)/iZn a
6.~ Fleeserasa o) [ 2-4)
1/n
aEL (1-n)/2n
_ AL _ 21
51—[—k] [(1)2+o+1 0-(1) o] [1 = -o]

o, n_ _(1-ny2n - /n
3, = [T] [ 1 } [1/2] 8, = [ 4.,;.5]1 [1/2]
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Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

PeD _PD _ 0, _0

g, 1/n’ (1-n)/2n g 1
%= |l@*+petl-ap-a '/3} ["‘7'7]

1/n
- (1-n)/2n 1
5 =7 \(1)2+o+1-0-(1)-0] [1-0-7]

- M _@nyzn

o517 R ) =

~

Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

— 0'3:0 a:Tl:]_ ﬁ:vl-zo

1/n

0'1 ’ (2-n)/2n a 1
&% =% | l@*+h*+l-ap-a 'ﬂ] [ﬂ'??]
1/”,

a=[F] [@rvoro -0 o 4-3)

1/n

53 _ % :1](1-n)/2n[_ 1} 53=[4F.’]°{E)Sj/n [_1}

5=-( 2] 8,28,




Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

%, = [43{[.)3 ]l/n [1/2] 5,=8 §=-29§

(L) — ™D _ o
51 =In \To] =In {ﬁo] D= D0 e-1
&, =In f%] s:soea3=soe'261
\ 0
6 1/n n
_ (PeDyee®: 1 _[(_4keso ) -35 2
51 - [4okosooé251} [?] P- [ DO }e 1 [ 61 J

Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

Condizione di collasso plastico:

P:{m}e'%l[ZaJn i—o
D, 1 dd ~

dP 4efos n
d_al = [ DO ¢ ] [ 2 ] [-3oe-361 °51n + noaln'l oe-361} =0
n

La derivata si annulla se: 51u =3

Sostituendo 51 con % nella espressione di P si ottiene

n

dokes, 2n P, € il valore critico della pressione, che
= { }e provoca il collasso plastico del
0 3 serbatoio.
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CDiNi - Relazions. Tensions. Deformazons:

Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

Esempio numerico Dati:

Acciaio SAE 4130

D, =18in=457.2 mm

Sy =0.125in=3.175 mm

k =154000 PSI = 1066 MPa
n =0.156

Og = 89000 PSI = 614 MPa

n Or=98000 PSI =676 MPa

_ 4.k.so e_n 2n
)|

b - [4- 1066 - 3.175} 0156 | _2°0156
’ 457.2

0.156

= 17.797 MPa
3

GOt - Relazione Tenslone Deformazione: . .
Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

Esempio numerico Dati:

Alluminio Alcoa 24-S

D, =18in=457.2mm

Sy =0.125in =3.175 mm

k =55900 PSI = 384.65 MPa
n =0.211

B 4'k’SO e_n 2n
Pu=|—5; -
0.211

5 =[4- 384.65 3.175} o-0211 | 20211
! 457.2

= 5.72 MPa
3

24



CDiNi - Relazions. Tensions. Deformazons:

5 =[4- 530.52 3.175} o -0.261
! 457.2

Applicazione:
calcolo a collasso plastico di un serbatoio

Esempio numerico Dati:

Acciaio 0.05% C

D, =18in=457.2 mm

s, =0.125in =3.175 mm

k =77100 PSI = 530.52 MPa
n =0.261

0.261

2+0.261
—_— = 7.19 MPa

3

€N - Relazions. Tenslone. Deformazone:

Relazione Tensiene Deformazione

25



