I Solidi assialsimmetrici - Dischi I

Caratteristiche dei dischi
*Simmetria assiale
*Piano diametrale di simmetria
*Basso rapporto spessore / diametro

*Assenza di brusche variazioni di spessore

eCarichi radiali e assialsimmetrici
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Y
Sollecitazione O,
al raggio esterno

Sollecitazione 0
al raggio interno

Legge di variazione dello spessore
per ottenere tensione uniforme

Consideriamo un
elementino infinitesimo dV

In base alle ipotesi fatte
sono possibili solo spostamenti radiali = u
e le componenti di tensione sono:

O, = Tensione radiale
0. = Tensione circonferenziale

sull’elementino agiranno le forze di continuita
e le azioni inerziali:

dA (0, +da,)

dAo,
dA (0, -do,)

dF. =ma =pdV &’r




Equilibrio

]
A .
h+dh1lﬂ ‘h-dh I

»

<«

T direzione positiva

Equilibrio radiale: +

N

dF,, = (0,+ do,)(h,+ dh,) (r+ dr) 2d6"
-dF,; = - (0,- doy) (h,- dh,) (- dr) 2d6
-2dF,=-20, h 2drsin (d6) O -4 o, hdrdd
dF; = ph 2dr 2rd6,w?r=4 pw?r2h dr do

2dF =0 = dF,,-dF;- 2dF +dF,= 0

dF

C

do

dF

(o,+da,) (h+dh,) (r+ dr) 2d6 - (o,- do,) (h,- dh,) (r- dr) 2d6 +
-40,hdrdd+4purrzhdrdo=0

ri

(0.+ day) (h+ dh,) (r+ dr) 249 - (.- da,) (h,- dh,) (r- dr) 2d@ +
-40.hdrd6+4pw?rPhdrdf=0 Come era prevedibile 'angolo 8 & ininfluente

Sviluppando i prodotti e trascurando gli infinitesimi di ordine superiore si ottiene:
d
&(Urrh) -o.h+ pa’r’h=0

Prendiamo ora in considerazione I'equilibrio circonferenziale del disco
guando e sottoposto ad una accelerazione angolare.

Analogamente a quanto fatto nel caso precedente si puo scrivere:

d dFge = (T,c*+ d T,) (h,+ dh)) (r+dr) 2d6

-dF,, = -(T,. - d T,¢) (h,- dh,) (r- dr) 2d6
2dF, = 21, h 2dr sin (d6)
dF; =4 r2p whdrdo

che conduce alla seguente equazione:

di(rmrh) -1,.h+pwr’h=0
r




el assialsimmetricl = [Disell

Riepilogando:

Dall’equilibrio radiale, con velocita angolare costante, si ottiene I'equazione:
d 2
—(o.rh)—o.h+ pa’r’h =0
dr r C
Dall’equilibrio circonferenziale, con accelerazione angolare, si ottiene I'equazione
d 2
a;ﬁmﬂo—rmh+pwrl1—0

Le due equazioni di equilibrio sono completamente indipendenti,
le soluzioni, pertanto, possono essere studiate separatamente.

In particolare, in assenza di accelerazione angolare
ed in presenza di carichi puramente radiali,

la seconda equazione fornisce la soluzione banale: T,.=0

In tale situazione, di conseguenza, le tensioni 0, e 0, sono principali.

Congruenza

Elementino indeformato @
Deformazione radiale

Dopo deformazione
dr

urdy _ldre(uedu)-uj-dr_du
' dr dr
/ S
dr\ / Jdr+u+dyy-u ! ’
/4U
(r+u)dag Deformazione circonferenziale
M e N g ={rrudo-rdé _u
™ rdg r
daég

u=gr

du_d de
f T dr a(fcr) > £ =&+ VT; Equazione di congruenza




Congruenza

_ de
E =& *I J

L’equazione di congruenza puo essere riscritta esprimendo le
deformazioni in termini di tensioni, tramite le relazioni di Hook,
e considerando I'effetto della variazione di temperatura

C

dove con T si intende la differenza T-T,
1 essendo T, la temperatura di riferimento
£ == (Uc — VUr) +aT della configurazione indeformata

E

& :1(0,—VJC)+0/T
E

i(0’r -vo,)+aT :l(aC -vo,)+aT +Li(aC —|/ar)+rM

E E Edr dr

che puo essere riscritta nella forma piu compatta:

@+v)(o,-o,)+ ri(aC -vo,)+ Eri(aT) =0
dr dr

se la variazione di temperatura nel disco non € tale da comportare una significativa variazione
del coefficiente di dilatazione termica, allora O puo essere considerato indipendente dal raggio:

@+v)(o, -o,)+ ri(aC -vo,)+ Ea'riT =0
dr dr

Oltre 'equazione di equilibrio di(a'rrh) -o.h+paw’r’h=0
r

d d
e quella di congruenza @+v)(o,-o,)+ ra(ac -vo,)+ EmaT =0

€ necessario introdurre anche I'equazione di resistenza,
per avere uno strumento di progetto o verifica del disco.

Se si utilizza l'ipotesi di resistenza di von Mises
e possibile esprimere la tensione equivalente nella forma:

— (2 2 —
Ue - (Ur +Uc _Urac) _UO

essendo O la tensione ammissibile del materiale




Dischi ad uniforme sollecitazione

Dalle equazioni precedenti & possibile ricavare la legge di variazione dello spessore
con il raggio che rende Ia sollecitazione uniforme su tutto il disco.
Si ammetta l'ipotesi: disco pieno a temperatura uniforme. Dall’equazione di congruenza si ricava:

1+v)(o —0)+ri(a —va)+Ear£T =0 we——="> g.= 0. =g
¢ r dr c r dr c r 0

d
Dalla equazione di equilibrio d—(Urrh) -o.h+pw’r’h=0 si ottiene:
r

2 dh o’
(rh) e POT _pdh L pwth e N P
g, dr g,
dh W’
separando le variabili si ha: — = -y rdr
h o,

da cui, integrando tra il raggio esterno e un raggio qualsiasi, si ha:

P (2 _2) h(r)
h( = h ez%

Dischi ad uniforme sollecitazione

Le derivate della funzione h(r) forniscono indicazioni sulla
posizione del punto di massimo spessore e del punto di flesso:

La forma della derivata dh _ _hPY pwz
prima di h(r) & gia nota: dr g,

e la derivata seconda € data da:

d*h _ hp(u2 (1_,0(02 er
dr’ o, o,

In corrispondenza del raggio r=0, si ottiene I'annullamento
della derivata prima, mentre la seconda & <0.

Lo spessore massimo si ottiene sull'asse del disco, dove assume il valore:
2
)
LR2

— 20,
h(r) = hee

. . 1 |o,
La derivata seconda si annulla per: =1, =— [—
w\ p

hy _

in corrispondenza del quale lo spessore del disco vale: | h =h, =—= =0.606h,

e




Dischi a spessore uniforme

Nel caso di disco a spessore costante, sia pieno che forato, € possibile ottenere una soluzione
in forma chiusa del problema.

Se h é indipendente dal raggio I'equazione di equilibrio si semplifica:

di(arrh) -o.h+paw'r’h=0 w—> hdi(a,r) -o.h+paw’r’h=0
r r

do
—(;j (o,r)-0, +paf'r’=0 = 0,=0,+ r—drr + pwrir?
r

do, _ d’c, . do
C=r——t+2—_"+2pa’r

dr dr dr

La relazione tra O e O, , fornita dall'equazione di equilibrio, puo essere sfruttata

per esprimere I'equazione di congruenza:

Da cui & possibile ricavare la derivata:

(L+v)(o,-o,)+ rdi(aC -vo,)+Ear diT =0  soloin termini di O,
r r

Sostituendo, quindi, O, e dUC nell'equazione precedente si ottiene:
dr

2
2470, +3r%+(3+v)pwzr2+Ear(i—T:0
r

r
dr? dr

Dischi a spessore uniforme

L’equazione differenziale descrive lo stato di tensione
in un disco a spessore uniforme, rotante e soggetto a gradiente termico.
d’o, do aT
r?=—=r+3r— +(3+0)pafr? + Eard— =0
r

_dr? dr ) “V——

) / Tiene conto degli effetti inerziali  Tiene conto dell’effetto
Omogenea associata. del gradiente termico
sullo stato tensionale

Descrive lo stato di tensione del disco
dovuto alle condizioni al contorno:
pressione esterna ed interna




Dischi a spessore uniforme

2

2 d az-r +3r da-r —
dr dr

Calcolando le derivate ed introducendole nell’equazione differenziale si ottiene:

L’integrale del’lomogenea associata: I 0 e del tipo: O, = Br"

%—nBr”‘1
dr n(h-1)Br"+3nBr" =0 w=—= Br"[n(n+2)]=0

d’o _
Tz’ =n(n—-1)Br"?_J che ha soluzione per i valori di n: B
r
n=0 n=-2 > Ur:Bl+r—22

do
Ricordando che: 0,=0,+r q : m——> O0,=B B
r r

Imponendo le condizioni al contorno si calcolano le due costanti B, e B,
che consentono di determinare lo stato tensionale nel disco.

Dischi a spessore uniforme

Disco forato fermo, soggetto a pressione interna.

52

Condizioni al contorno: =R

i > O, = -P,
r=R, m—> 0,=0

B o R
ErR | PTRReR
2p2
ricordando che: g, =B, +% -P =B, +% B,=-P 7le9 R;Qz

Dai valori delle costanti si ottengono le componenti radiale e circonferenziale della tensione

PR? R? PR? R’
g = i 1——¢ g = [ 1+-—¢
' Rez—Riz( er ¢ Rez—Riz[ rzj




Dischi a spessore uniforme

Disco forato fermo, soggetto a pressione esterna.

\ X Condizioni al contorno: 1 = R, w——=>0,=-P,
Pe r=R, m——> ¢,=0
—>
2
B -_p_ R
I'd i _Pe:Bl+R7§ B, = PeRez_Riz
B 22
= +72 _ Re Ri
TR B =R R e

Dai valori delle costanti si ottengono le componenti radiale e circonferenziale della tensione

_ PR (R? __ PR (R
) e %= "ge gz 2

Dischi a spessore uniforme: casi particolari

Le equazioni ricavate nel caso di pressione interna: _ PR? R?

consentono di calcolare I'andamento delle tensioni T Re2 - Ri2 [ _rZJ

in funzione del raggio.

Il grafico riporta tali andamenti nel caso: o = P, Ri2 ( Re2 ]
R;= 50mm R, = 250mm P, =10 MPa ¢ RZ-R? r?

Tensioni (Pa)

1.50E+07 1

1.00E+07

5.00E+06

0.00E+00

i —Sc
05 — b1s Raggio () 55
-5.00E+06 /
-1.00E+07

-1.50E+07 -




Dischi a spessore uniforme: casi particolari

" Disco forato fermo, soggetto a pressione interna. |

Modello ad Elementi Finiti
2D - Assialsimmetrico

Piano di simmetria WM

S

Y
Vincoli di simmetria
carrelli - UY
X (R) R;=50mm R,=250mm
b ol Bim
Dischi a spessore uniforme: casi particolari
"Disco forato fermo, soggetto a pressione interna. m 5
e LO# 44 Stato di tensione: O, O Geqv
R i L1 1 1
1 7o I ’ Pressione interna = 10 MPa ‘
[~
£ A \\ ! |[R=50mm R,=250mm |
» BOD \‘\.I\“ !
= e
P ol |
S o 2 . —
L~ L] c Geqv
-1ao e O,
a—"_-F- !
-4a0 f-"'f
=
=100 L/ | | | w P E=11
(=] - Y .ERd L 1-1%3 i-J%4
L1% 1 & oA o SEFES 1.3 1.28% L.5

Fowmazaome radials

b T )
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Dischi a spessore uniforme: casi particolari
'Disco forato fermo, soggetto a pressione esterna. m o
[ n LO#4 41 Stato di tensione: O, O Ogqy
2T
| | | | | | | L1 1 |
2300 | I ’ Pressione esterna = -10 MPa ‘
1730 E#-»
& 1eam n . I ’ R,=50mm R,=250mm ‘
w 1300 '“"h-.,____"“--l-..,_, I "/‘. O
= ——— ol
w130 - —— eqv
- I
- |- —
=~ oo _.,_,-'"dd- O,
400 -""f
1o /
0
=0
- AT ]
o (=] - LI e E S 1.1%3 i-J3&4
L1% J4 & b-aoa - E-Lony 1.0 1.28% 1.5
Fowazaame raodials
Tl = humoa
Boellicl asstalsimmetrich - Dischi

Dischi a spessore uniforme: casi particolari

"Disco forato fermo, soggetto a pressione esterna ed interna.

AN

b T )

Fowiazxa

one radials

Iw L& d4] Stato di tensione: O, O Geqv

SRS il L1 1 1

Aman I ’ Pressione esterna = -10 MPa ‘

3030 \ = E——
£ FWe : ’ Pressione interna = 10 MPa ‘
w 20D
= II-""--.
= - O
= 170 H""::-—-._,_ «— | ¢
= g
R e Le] — e E— | — eqv

I ._'_'_,.rl"'-.-d‘_ = ?_\- O_r

|~
- "
L7
==ao L/ | | | ’ Ri: 50mm Re: 250mm ‘
- | | | | {= pdd=11
e (=] - Y .ERd T 1. 1%3 i-J%4
L1t 1 & oA S 1.3 1.28% L.5
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Dischi a spessore uniforme: casi particolari

0y AN ZF 2
EEEL CEE]

-
;

"
|
3
&

Disco forato fermo, soggetto a pressione esterna ed interna

§.TE:

R e Lt k]

Tl
Mappa della tensione circonferenziale O .
HL =
SHi =
Shifk=
Valore massimo 32.8 MPa Ezl:
l | |
|
=
[ |
T =
i

Valore minimo 12.7 MPa

| e [ > ’ Pressione esterna = -10 MPa ‘

i R;=50mm R,=250mm ‘ ’ Pressione interna = 10 MPa ‘
I

Serbatoi a forte spessore

— 2 ) I . .

o, =B+ 2 che descrivono I'andamento delle tensioni con il raggio
Le funzioni g sono state ricavate con l'ipotesi di stato piano di tensione,

—p __2 OVVero:
o, =B - 0,=0
r
. ) N - v

La deformazione assiale puo esserc, quindi, calcolata come segue: &, = —E (o, +0,)

quindi, esprimendo le tensioni in funzione uelle costanti B, si ha:

v B B v
ga:_E(Bl+r22+Bl_r22} :_EZBl = costante

la deformazione assiale € costante. Si ha, dunque, uno stato piano di deformazione generalizzato.
Una qualsiasi tensione assiale non

— influisce, quindi, sulla distribuzione delle
: -:m tensioni radiali e circonferenziali.
I

I Per questo motivo le funzioni, fin ora

ricavate per i dischi, sono applicabili al
caso dei serbatoi a forte spessore.

Le superfici si spostano paralellelamente a se stesse

12



Dischi a spessore uniforme: interferenza

Montaggio di due dischi concentrici con interferenza 1= U,-u;

Equilibrio: P=P"=P

Congruenza: i=U,-U; oppure i=|u,|+|u]

Lo spostamento radiale puo essere calcolato come segue: —..

2 2
u, =re, :&(ac—uar) =R % 1+R—"2 V21
E|RE-RE|" R

_ R?
ue_E(RZR){l v+(1+ V)Rg}

Dischi a spessore uniforme: interferenza

Montaggio di due dischi concentrici con interferenza
PR3

U, =———"——-

° E(R’-R?)

Per il disco interno si procede in modo analogo, valutando lo spostamento radiale u;

2 2 2 2
u=re, =20, -v0,) = R fR"z(Riﬁl}VfR‘Jz(RE‘l}
E (R Ro) Ro (Re _Ro) Ro

Lo spostamento radiale del disco interno €, dunque, dato dall’espressione:
PR’ R?
u=———5"°>"—|(1+ V) +1 14
" E(R{-R) Ro

A questo punto & possibile legare l'interferenza i agli spostamenti radiali U, e U;

2
1-v+(l+v)—= R, spostamento radiale della superficie
02 del foro del disco esterno

Ricordando che: | = U, —Uu;  sipuo scrivere:

3

R 2
RJ 7E(R2 5 ){(1 V) 0+1 v}

2

_ PR® {
|:ue—ui:271 v+ (1+v)
E(RZ-R2)

e, quindi, alla geometria dei dischi (R, , Ry, R;) ed alle caratteristiche del materiale (E, V ).

13



Dischi a spessore uniforme: interferenza

Montaggio di due dischi concentrici con interferenza

PR? 2

' E(RZ-RY)

Nel calcolo delle sollecitazioni dovute ai calettamenti forzati & interessante
conoscere il rapporto i/P tra il valore dell'interferenza e la pressione di contatto.

Rg - Riz)

0

Dall'’equazione precedente si ottiene:

i Rl (@-v) 1+v (RZ), (@-v) 1+v (R?
—=—= + — |+ + —
Ro2 (Rg - Riz) (Ro2 - Riz) Ro2

P E[R-R) (RI-R))
|

i = aATR, oR |
0

¥ | !
b /V |

Dilatazione per riscaldamento del disco esterno

. R PR?® R2
i=U, ~U == |1 V+(A+V) 5 |+ —— " | 1-V+(1+V) 5
E(R, R

Ballicl asslalsimmetric] - Dischi

Dischi a spessore uniforme: interferenza

| AN
Montaggio di due dischi concentrici con interferenza s
2R, .

Modello ad Elementi Finiti: Aree ;

Disco esterno

R;=50mm R,=120mm R,=200mm

E_=x .
Interferenza 1 = 0.2 mm

Cd = Caloolo Torceessra

14



Dischi a spessore uniforme: interferenza

' AN
Montaggio di due dischi concentrici con interferenza o

|
Modello ad Elementi Finiti: Elementi 2R, .

Disco interno

Disco esterno

i R0

R;=50mm R,=120mm R,=200mm

E_=x .
Interferenza | = 0.2 mm

Tl = Caloala Torceeswro

Dischi a spessore uniforme: interferenza
' Montaggio di due dischi concentrici con interferenza m o
R;=50mm R,=120mm R,=200mm o
[w L0 A Stato di tensione: O, O Ogqy
2000 i I 1 1
—— Interferenza 1 = 0.2 mm ‘
1300 \\\, e, |
- ] ol
= pan ] "—-'4.‘% Ocqv
w400 - Oc
- = —— o,
= H-h_h_h_h ,F-“‘_"_'_.
R ] e, o
o2 1=l
_._._._,_.—'_
- 12790 ..-""F.rﬂ - -
Disco interno ’ Disco esterno ‘
o g I
e {= =11
e P L -dal L a5 | . 1%3 | - A&4
11% ldn wia E-2ry 1612 D289 1.0

Fosarzaome radials

ol = Caleala Tor cmeewrs




= Esempio di calcolo:
due dischi concentrici in coazione termica

Disco esterno (1) in acciaio Montaggio a temperatura ambiente

. . . . senza gioco né forzamento.
Disco interno (2) in alluminio 9

Coefficiente di dilatazione lineare dell'acciaio: Op = 1.2-10%°C?
Coefficiente di dilatazione lineare dellalluminio: a4, = 2.4-10%°Ct

Incremento di temperatura AT rispetto alla temperatura di montaggio:
il disco interno, in alluminio, tende a dilatarsi maggiormente rispetto al
disco esterno, in acciaio.

I montaggio avviene a temperatura ambiente

= Esempio di calcolo:
due dischi concentrici in coazione termica

Disco esterno (1) in acciaio Montaggio a temperatura ambiente

. . . - senza gioco né forzamento.
Disco interno (2) in alluminio 9

Coefficiente di dilatazione lineare dell'acciaio: Op =1.2:105°C1
Coefficiente di dilatazione lineare dellalluminio: O, = 2.4:105°C1

Incremento di temperatura AT rispetto alla temperatura di montaggio:
il disco interno, in alluminio, tende a dilatarsi maggiormente rispetto al
disco esterno, in acciaio.

Dilatazione libera dei due dischi

T ambiente R
|

Il montaggio avviene a temperatura ambiente

16



= Esempio di calcolo:
due dischi concentrici in coazione termica

Disco esterno (1) in acciaio Montaggio a temperatura ambiente

. . . . senza gioco né forzamento.
Disco interno (2) in alluminio 9

Coefficiente di dilatazione lineare dell'acciaio: Op = 1.2-10%°C1
Coefficiente di dilatazione lineare dellalluminio: a4, = 2.4-105°C?

Incremento di temperatura AT rispetto alla temperatura di montaggio:
il disco interno, in alluminio, tende a dilatarsi maggiormente rispetto al
disco esterno, in acciaio.

Dilatazione libera dei due dischi i = (0 0g)ATR,
— 0,-AT-R,
A
- v 2
— aTR, !
I . RO
|

i = (a= 0g)-AT-R,

= Esempio di calcolo:
5.~ due dischi concentriciin coazione termica
Op =1.2:10° °C

0, = 2.4-105 °C

. a,ATR,
UppAT-R,

17



= Esempio di calcolo:

due dischi concentrici in coazione termica
Op =1.2:105°C?

i=u—u
Oy = 2,410 °C'L Lo

AO’USTDRO :ul_uZ

Imposizione della congruenza

v Vv
£ a,-AT-R,
i=(0-0p)AT-R, O ATR, Uy 2
R0
|

Bellidl asslalsimmetricl - Disel Esempio di calcolo:

due dischi concentrici in coazione termica

N 2 O = 1.2-10% °C2

RiL—» 0, = 2.4-105 °C1

AamTDRO :Ul_U2

R—» Aa = Oa~ Ope

3 2 3 2
i=u —u, :7P2R0 5 [1—v+(1+v)Rez}+P2R° 5 [1—v+(1+v)R'2:l
E1(Re —Ry) Ry | E2(Ry —R{) R

0 0
2 2
) l—V+(l+V)% 1—V+(1+V)%
Aa AT [R; = PR} 0 + 0
E(RE-RS)  Ex(Rf-R?)
b= Aa AT
RZ R?
1-v+@+v)—5 1-v+(1+y)
R R
2 0 0

+
E (RS -R§) E,(R§ -R?)

18



Esempio di calcolo:
due dischi concentrici in coazione termica

| | ‘ 2 Posto:
D;=50mm -R;= 25mm=0.025m
Ri—» D, = 300 mm - R, = 150 mm = 0.15 m
R, > D, =400 mm - R; =200 mm =0.20 m
R, > AT =100 °C
E,=200E9Pa  E,=70E9Pa v, =v,=0.3
AQ = Qp- O, = 2.4E-5 - 1.2E-5 =1.2E-5
p— Aa [AT
R R?
I-v++v)—5 1-v+{+v) 5
R 2_p2 S+ 2 2RO
Ei(Re —Rg) E»(Ry —R)
p= L2550 - =39.77 MPa
1-0.3+(1+0.3) 0.2 > 1-03+(1+0.3) 0'0252
52 0.15% , 0.15
200E9(0.22-0.15%)  70E9(0.15° —0.025%)
asslialsl Esempio di calcolo:
due dischi concentrici in coazione termica
| | ‘ 2 Posto:
D;=50mm -R;= 25mm=0.025m
Ri—> D, = 300 mm - R,= 150 mm = 0.15 m
Ry D, =400 mm - R, =200 mm =0.20 m
R, > AT =100 °C
E,=200E9Pa  E,=70E9Pa v, =v,=03
P =39.77 MPa AQ = a0, = 2.4E-5 — 1.2E-5 =1.2E-5

Stato tensionale nei due dischi:

Disco esterno, in acciaio:
pressione interna

PRZ [ +R§J _39.77E6[0.15° (1+0'22j perr =R, O, =142 MPa

g.= e
© RZ-RZ|T r? 0.22-0.15° r? perr=R, O,=102MPa
— PR& 1_R7ez perr=R, 0,=-P
"RZ-RE (2 =R, 0,=
e ~Ro perr=R, 0,=0

19



Esempio di calcolo:
due dischi concentrici in coazione termica

| | ‘ 2 Posto:
D;=50mm -R;= 25mm=0.025m
Ri—» D, = 300 mm - R, = 150 mm = 0.15 m
R, > D, =400 mm - R; =200 mm =0.20 m
R, > AT =100 °C
E,=200E9Pa  E,=70E9Pa v, =v,=03
P=39.77 MPa AQ = 05— O, = 2.4E-5 — 1.2E-5 =1.2E-5

Stato tensionale nei due dischi:

Disco interno, in alluminio:
pressione esterna

o = P.RZ (R? 1| = _39.77E6 [0.152 { 0.0257 41| PerT=Re O.=42MPa
c=-—e 0 | T ——
RZ-R? | r? 0.152-0.025% | r? perr=R, O_=82MPa
_ PR& Riiz_]_ perr=R, 0,=-P
"RZ-RE(r? =R, 0,=
0 i \r perr=R; 0,=0
asslialsl Esempio di calcolo:
due dischi concentrici in coazione termica
| | ‘ 2 Posto:
D;=50mm -R;= 25mm=0.025m
Ri—> D, = 300 mm - R,= 150 mm = 0.15 m
Ry D, =400 mm - R, =200 mm =0.20 m
R, > AT =100 °C
E,=200E9 Pa  E,=70E9Pa v, =v,=0.3
P =39.77 MPa AQ = a0, = 2.4E-5 — 1.2E-5 =1.2E-5

Spostamenti nei due dischi: U =Té&;

Disco esterno, raggio di calettamento:

_ 3 2 2
=Rt =Ry 2 = PRo g Re )y Re ) oo ropy
E Ei (Rs —Rg) r r
3 2 2
b = 39.77E62[0.15 e 0.22 - 0.22 —011547E -3 m

200E9[{0.2° -0.15%)| 0.15 0.15
u; =0.115 mm
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Esempio di calcolo:
due dischi concentrici in coazione termica

| | ‘ 2 Posto:
D;=50mm -R;= 25mm=0.025m
Ri—» D, = 300 mm - R, = 150 mm = 0.15 m
R, > D, =400 mm - R; =200 mm =0.20 m
R, > AT =100 °C
E,=200E9Pa  E,=70E9Pa v, =v,=03
P=39.77 MPa AQ = 05— O, = 2.4E-5 — 1.2E-5 =1.2E-5

Spostamenti nei due dischi: U =Té&;

Disco interno, raggio di calettamento:

_ 3 2 2
UZZROEC :RO g, ~Vo, - _ P§0 5 R7|2+1+V Rilz— Per r:RO
E2 E2(Ro _Ri ) r r

3 2 2
39.77E623[(]).15 . 0.0252 +140, 0.0252 ~1|| =—0.0645E -3 m
70E9(0.15° —0.0257)| 0.15 0.15

u, =-0.064 mm

asslialsl Esempio di calcolo:
due dischi concentrici in coazione termica
| | ‘ 2 Posto:
D;=50mm -R;= 25mm=0.025m
Ri—> D, = 300 mm - R,= 150 mm = 0.15 m
Ry D, =400 mm - R, =200 mm =0.20 m
R, > AT =100 °C
E,=200E9Pa  E,=70E9Pa v, =v,=0.3
P =39.77 MPa AQ = a0, = 2.4E-5 — 1.2E-5 =1.2E-5

Spostamenti nei due dischi: U =T¢&;

u; =0.11547 mm
u, =-0.0645248 mm

Up —U, =0.11547 —(-0.0645348)  =0.17999 [10.18 mm

AaAT[R, =1.2E-50100[0.15=0.00018 m=0.18 mm
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Dischi a spessore uniforme

Ricordando I'equazione differenziale che descrive lo stato di tensione
in un disco a spessore uniforme:

r? ddaf +3r dd L (3+0)patr? 4 Earc;—T:O

__dr r, ——\ r

) / Tiene conto degli effetti inerziali  Tiene conto dell’effetto
Omogenea associata del gradiente termico
sullo stato tensionale

Descrive lo stato di tensione del disco
dovuto alle condizioni al contorno:
pressione esterna ed interna

Prendiamo ora in considerazione l'integrale particolare che tiene conto degli effetti inerziali:

r’ o’ Ur +3r ddar +(3+0)pafr? =0
r

L’equazione differenziale assume la forma:

99 _ gy
La funzione O, = Br’ ¢ le sue derivate: 42
q S-=2B
introdotte nell’equazione differenziale r
' portano alla determinazione della costante B
I
Dischi a spessore uniforme
Effetto delle forze d'inerzia r dd g, 3r g, (3+0) pafr? =0
r2
d’o,
o, =Br? %:ZBr L =2B
dr dr
r?(2B) +3r(2Br) + (3+v) pw’r? =0
3+v
8Br2+(3+v)pafr’ =0 B= —%PWZ

+
e quindi: 0, = Bl+%_(3 V)

si ha: JC:Bl+B—§—(3;V)prr2—2& (3 V)pafr + pafr?
r r

B, (1+3v) )
si ottiene la tensione circonferenziale:  Jc = By _?_78 prr

do
pw'r? ricordando che: 0, =0, + l‘d—r+ pw'r?
r
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lell assialsimmeric = Discll ] ] ]
Dischi a spessore uniforme

Effetto delle forze d'inerzia Nel caso di sollecitazione dovuta unicamente
alla rotazione del disco si ha:

Condizioni al contorno: =R, w——=> 0,=0
r=R, w—> 0,=0

o, = Bl+872—(3;l/) purr?
r

=5 722_ 8 B, (3+v)
0=B,+—2%- PR}
Ri
+
0=8,+22-C*Y) 5 rpe
Re
+
Re B, = V) pa? (R?+R?)
da cui si ottengono i valori delle costanti: [ —
e dalle quali si calcolano le tensioni: B, = 3 PWRSR

r

2p?2
U (3+V)pa)2(R2+R2 RR _er
r

2p?2
o = (3+v) pa)z[R2+R2 RRY ]_(1+83v) o
r

Dischi a spessore uniforme : casi particolari

Le equazioni ricavate nel caso di di sollecitazione dovuta unicamente
alla rotazione del disco, consentono di calcolare 'andamento delle tensioni
in funzione del raggio.

Il grafico riporta tali andamenti nel caso:

R;=50mm R,=250mm w=1000r/s p = 7800

Tensioni (Pa)

4.50E+08 -
4.00E+08 ‘\

3.50E+08 \
3.00E+08
2.50E+08

2.00E+08
1.50E+08

1.00E+08
5.00E+07 /
0.00E+00
-5.00E+07 0-05 D:15

—Sr
—Sc

Raggio (m)

0:25
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Bollidl asstalsimmetrich - Dischi
Dischi a spessore uniforme : casi particolari

" Risultati del calcolo ad Elementi finiti - Disco forato rotante m o

[ e LO#4S] Stato di tensione: O, O Ogqy
L=l

I 1 1 |- | I
-:r.l-:l ’Ri:SOmmRe:ZSOmm w=1000r/s p:7800‘

L [mn e

A0

1 P4

a0

I RNS

2000 """-t-.___""“--..________‘_-‘

/
/

P
1=an h_'-"""'-n_._""--i_,_ g
e, ) c
- = - ﬁ&h::_
.--"" - \Oe ,
e q
=an / Te=t—T O,
i= JEd=11
“ =] i 1 L -E j.Zi0 i.wHd i-B48
192 CL-3] G- 1 -5 1.d248 1.48%2 &
Fowmiziaone radials
o = husoo
Boellicl asstalsimmetrich - Dischi
Dischi a spessore uniforme: casi particolari
Montaggio di due dischi concentrici con interferenza AN
Effetto della velocita angolare sul forzamento
o | 2k 1] Stato di tensione: 0, O O,
IEA0
‘/L ’ Disco fermo
pleon el /
. g
E OO0
:_ PR_Cate] -—
;_ LI I\-h"'\-«.\_ ::-\-H--\-\- g |
;_ . B . oe
& mOon O,
o - = — o,
AT — —
— —_— e
-
= IR = [ =L E N ]
o LEID 4] LATE FEI 1. 1T3 1.3E4
R . i - - B 1 - LFA= 1 .y .5
= - - 5 .
mEd el ane CRaln . Interferenza i = 0.2 mm
CdM = Calesls Forzamanks

R;=50mm R,=120mm R,=200mm
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=
Dischi a spessore uniforme: casi particolari
Montaggio di due dischi concentrici con interferenza NN
Effetto della velocita angolare sul forzamento
[EE-TTL Y Stato di tensione: O, O, O,
Ll ra]
’/L ’ Velocita: 500 r/s
bl ]
amon — (g
;-:_ SLEX] p'\-\,_
B T
= = ==l O,
::om ©
-.- -n___\__\__ Oc
'j S 1
a — o,
==
- Oy e
=1 B o | Qedd—7
] o -4 -1 L=prin] 1.192 1 .30+
116 « Al L . BLF 1.048 L 1.%
e A L Interferenza i = 0.2 mm
Cdd - CTalcols Foroamamto
R;=50mm R,=120mm R,=200mm

Ballicl asslalsimmetric] - Dischi

Dischi a spessore uniforme: casi particolari

L=

Montaggio di due dischi concentrici con interferenza

Effetto della velocita angolare sul forzamento
w | SR ] Stato di tensione: 0, O O,
L0
{ . ’Velocita: 1000 r/s

ple nlal |"\‘|

F=O0 [T ~
E ryaale] 'qu_. o
- | e

PE"aTs]
a O¢
=
- 10
=
& man

o = — = S E—
= o,
=3
- A [ =L ]
=1 =30 Fr3] L ARE BT 1.1%3 1. 34
1% . diE 2] il 1 L3R 1 .y .5
Fogdiriocrms radials

Taleslo Forzamankts

Interferenza i = 0.2 mm

R;=50mm R,=120mm R,=200mm
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el assialsimmetricl = [Disell

Dischi a spessore uniforme: casi particolari
Montaggio di due dischi concentrici con interferenza NN
Effetto della velocita angolare sul forzamento
L Stato di tensione: O, O, O,
FEan
‘/“L Tr‘—‘—‘—’ - ‘ Velocita: 1500 r/s
— {{ Fuori scala |
F=a0 [—T Ce
|'_: =Ju_ulu] Oc
=
— 1
._i =00 =
[=] O'r
B40
— fwlQiE=17
=] =30 i =T Lo 1=3 1. a4
1% . diE L - ] 1 L3R 1 .y .5
= . . - radi .
e aione Cmdtn . Interferenza i = 0.2 mm
CdM = Calesln Forzamanks
R;=50mm R,=120mm R,=200mm

Dischi a spessore uniforme

Torniamo ancora all’equazionedifferenziale che descrive lo stato di tensione
in un disco a spessore uniforme:
d’o, do . aT
r’——r+3r—- +(3+U)pa)2r‘,+Eard—:0
r

 dr? dar, ~¥———

) / Tiene conto degli effetti inerziali  Tiene conto dell’effetto
Omogenea associata. ¥ _ del gradiente termico
Descrive lo statq d_| tgnsmne del disco sullo stato tensionale
dovuto alle condizioni al contorno:
pressione esterna ed interna

2
L’equazione differenziale assume la forma: r? d 9 +3r % +Ear ar =

dr? dr dr

Per valutare il gradiente della temperatura & necessario conoscere la funzione T(r).

0

m
A tale scopo si ipotizza una funzione polinomiale del tipo: T (r) =k, + Z k,r"
=)

. ) . N dT T n-1
il cui gradiente & —= Z nk,r
dr 44

Prendiamo ora in considerazione l'integrale particolare che tiene conto degli effetti termici:
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Dischi a spessore uniforme

o . . ,d’0 do m .
L'equazione differenziale assume quindi la forma:  r q So+3r—+ Eaz nk,r" =0
=1
m
che ammette quale integrale particolare la funzione: g, = Z Bnr”
n=1
do, _ & § d’o, _ & ,
le cui derivate sono: dr’ =Zanr” b T;:Zn(n—l)Bnr" :
=1 n=1

introducendo le derivate della tensione radiale nell’'equazione differenziale si ha:
m

Ea
Z [Bn (n+2)+ Eakn]nnr” =0 da cuisiricava il valore delle costanti: B, =— "
n+2
n=1
5ok
si ottiene in tal modo l'integrale particolare: g, =—Ea ) ——r"
n= N +2
. . . N . - BZ C I(n n
Per cui la tensione radiale puo essere scritta come segue: O, = B, + — Ea) ——r
r =n+2
. . . : : do,
La O, puod essere ricavata ricordando che esiste la relazione: O, =0, +T q
r
Dischi a spessore uniforme
Per cui, tenendo conto della espressione della tensione radiale:
B, &ok,n
o, =B +—-Ea) ——r
r mn+2
Si puo calcolare tensione circonferenziale:
do B ook B &k
0,=0,+r—- =B +Z-Eay —"-r"-2—Z-Eay —"-nr"
r = n+2 r mn+2
B 5k
0. =B -—2-Ea " (n+1)r"
c 1 rz ; n+2 ( )

Nel caso di variazione lineare di temperatura, esiste solo il primo termine della sommatoria:

g, = Bl+B—22—E—akr
r 3

g, :Bl—i—ZE—Sakr
r
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Dischi a spessore uniforme

R T Ipotesi di variazione lineare (gradiente costante):
e
\ T(r) =k, +kr
§ condizioni al contorno:
N T > T(=T, per R=R, _ T, =k, kR,
- y _é'_ T°C T()=T, per R=R T. =k, + kR,
da cui si ricavano i valori delle costanti:
T,-T, T,-T,
ke =T, ——*—LR, k=—e—
Re - Ri Re - Ri

Si possono, quindi, scrivere le espressioni della tensione radiale e circonferenziale:

gr:Bl+§_Ekr:Bl+Bz_E7aTe_Ti
r’ 3 r’ 3 R -R

0,=8-22-2E% g B HEA LT
r 3 r 3 R,-R

Dischi a spessore uniforme

. : - . B, Ea
Nel caso che sul disco agisca solo il gradiente termico, g, = B1 + S kr
le costanti B possono essere calcolate come segue: r 3
B Ea

Condizioni al contorno: o,=B - ; 2 — 2? kr
0,=0 per R=R,eperR=R

B, Ea Ea (R’+R*+R.R
0251*’%_7'(& B =—Kk ———=1—&1

R? 3 3 R, +R;

[[u] >

B, Ea Ea & RZ’R?
0=B,+_2-—"kR, B,=———k———

R 3 3 R, +R

Da cui si ottengono le funzioni del raggio delle tensioni radiali e circonferenziali:

— 2p2
g, = =a T; Tiz Rez"'Riz"'ReRi_RezRi _r(Re+Ri)
3 R?-R r

— e i 2 2 ReZRiZ
Jc - 3 RZ—R-Z Re +Ri +ReRi+ rz _zr(Re+Ri)
e




Dischi a spessore uniforme : casi particolari

Tenajans §Fal

" Risultati del calcolo ad Elementi finiti - Disco con gradiente termico m

L

[ e LO#4 ST Stato di tensione: O, O Ogqy
"-“"-“|||l||||||
zma0 | R,= 50mm R, = 250mm T,= 200°C Ti= 0°C |

|
ICEID
ﬂ,..-—' Geqv
15300
#_._.__,..-r""’r’r
110
| = - -!‘qz;:—h:-{
a0 / 1 B
)
. H‘q...__‘.“‘“‘\ H—--\-h___| Ur
==
"""'-.
=10 I|.h""t-
| E=200GPa a= 1.26-5 °C* | e
=1=a0
=Z=]0 | | | \\:(-)-(?":ll—.l
(=] - A L - [k [ =] i.%Ha i -H4 8
(B ] q4&] Cl - 1 - AFF g 1. 384 .89 F

Fowmazaamne

Tl = hipoo oon gredlanTe TEImLT

randials

Ballicl asslalsimmetric] - Dischi

Dischi a spessore uniforme : casi particolari

Tenajans | Fal

e o

! Risultati del calcolo ad Elementi finiti
Disco rotante, con gradiente termico, pressione interna ed esterna. i

AN

I L6 4 Stato di tensione: O, O Geqv
i | L1 1 1 |
rran R;= 50mm R, = 250mm T,= 200°C T= 0°C
~ E =200 GPa a=1.2E-5°C!
e ®=1000r/s p=7800
mEao \ Pi =10 MPa Pe =-30 MPa
A400 \'\\
Iman H“-‘\-..
Sl |
200 — ‘:“'
] -
17an .-""-"
%*—h (0)
a0 h'"!: eaqv
e S o.
-1
[ L] B b T
Time T YL gt j.ogi0  1.5i8 1.B48 )
153 a1 TEA ] L.0%8 1,388 1, 8%F @
Fomarzaones radials
hisoa
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