Analisi sistematica
delle strutture

Mnalist sistemalica delle STurure

Rigidezza

v




Elemento trave
y“ Trave nel piano
Vettore forze Vettore .
- spostamenti
nodali .
v; nodali
i u; 1]1 u;
g
Vi V;
»
XV
Tre gradi di liberta per nodo — K
Due nodi per elemento U
J u;
Sei gradi di liberta per elemento V, v
j
B M; 6,
Matrice di rigidezza di elemento: 6 x 6 J

[Analst sTstematica dellle Struture

Elemento trave

Trave nel piano

La matrice di rigidezza K viene prima calcolata
in un sistema di riferimento locale e poi ruotata T
nel sistema di riferimento globale. [K] :[L] [ K] [ |l

<

[K] = matrice di rigidezza nel sistema globale
(ﬁ [K’] = matrice di rigidezza nel sistema locale

i [L] = matrice di rotazione




Elemento trave
Componenti assiali A = area della sezione
. . L =lunghezza
u i U v, Jj ¢
™~ < .
1 v N K E = Modulo di Young
(0]e)
Imponendo lo spostamento nodale u;, mantenendo
vincolati tutti gli altri gradi di liberta dell’elemento, si _EA _ EA
generano le forze nodali U; ed U;: U = L Ui Uj - L Ui
shstematica delle sTuture
Elemento trave
Componenti assiali A = area della sezione

L =lunghezza

i U U, Jj,
‘r !k > E = Modulo di Young

00
Imponendo lo spostamento nodale u;, mantenendo
vincolati tutti gli altri gradi di liberta dell’elemento, si | EA [ EA
generano le forze nodali U; ed Uj Ui A L i Uj -\ L J;
. , EA EA
In modo analogo si possono legare U; ed U; ad u, : Jd. = 1. U =—u
' ] L ] ! L ]

La relazione tra forze e’'spostamenti‘-nodali
dell'elemento puod essere/scritta in forina miatriciale

v) |EA[_EA| (4,
_ L L

u| |_EA| EAT |,
L L




Elemento trave

Componenti assiali A = area della sezione

L = lunghezza

w i U U Jj
—P—i > & K E = Modulo di Young
(0]e)
EA _EA
La matrice di rigidezza
: . L L
dell’elemento trave, nel piano,
ha dimensioni 6x6.
Vi
Conviene quindi espandere
la matrice relativa alle sole a
componenti assiali, che & i
una 2x2, in una matrice 6x6. =
EA EA @
| coefficienti non definiti sono L L
per il momento nulli.
Vi
ej
shstematica delle sTuture
c i flessionali Elemento trave Convenzione per
omponenti flessionali momenti e +
rotazioni:

Si consideri una trave incastrata ad un estremo e libera all'altro. positivi se antiorari

V4 dove:

L =lunghezza
(e

J = Momento d'inerzia della sezione
E = Modulo di Young

N

Applicando all'estremo libero una forza ¥, normale all’asse della _ VN
trave, si otterra uno spostamento v, dato dalla nota relazione: V= 3EJ]
VL

ed una rotazione 6, data dalla relazione: =

2EJ




Elemento trave

Componenti flessionali

Si consideri una trave incastrata ad un estremo e libera all’altro.

(s

Applicando all'estremo libero una forza V, normale all'asse della
trave, si otterra uno spostamento v, dato dalla nota relazione:

dove:

_

AN

ed una rotazione 6, data dalla relazione:

Applicando invece un momento M ,
i valori dello spostamento v e della rotazione 6
sono calcolati dalle relazioni:

Convenzione per
momenti e
rotazioni:

positivi se antiorari

L = lunghezza
J = Momento d'inerzia della sezione

E = Modulo di Young

VL

V=—
3EJ

_ v
~ 2E)
_ ML
~ 2B

g ML

T E)

&

Pnalist shstemattica delle STUEure

Componenti flessionali

Elemento trave

Si consideri una trave incastrata ad un estremo e libera all’altro.

V4 dove:

\ 4
%

Applicando all'estremo libero sia la forza ¥ che il momento M
si ottengono lo spostamento v e la rotazione 6

_

N

y= YL ML
3EJ 2EJ
VL2 ML

=- +

2E) EJ

Convenzione per
momenti e
rotazioni:

positivi se antiorari

L =lunghezza
J = Momento d'inerzia della sezione

E = Modulo di Young

&




Elemento trave

Componenti flessionali

Si consideri I'elemento trave Si supponga di lasciare libero il solo

compreso tra i nodi i e j grado di liberta v; mentre tutti gli altri
sono bloccati.

In particolare deve essere ; =0
Si imponga ora uno spostamento verticale

nel nodo i
Lo spostamento verticale v; & legato alla forza V; _V, 2 M i L2
ed al momento M, dalla relazione: i 3EJ - 2EJ
Per congruenza con i vincoli deve essere: z9i =0
2 . 2 ‘ VL 2 vee
z9i:—V'L ML vl ML Ly Vi:V,L VL
2E] EJ 2E) HBJ 2 3EJ 4EJ
Per calcolare il coefficiente di rigidezza & necessario 12EJ V. = Vi L
esprimere la forza V; in funzione dello spostamento v; Vv, = E Vi P 12EJ

Mnallst shstemetica delle Swuture

Componenti flessionali

Elemento trave

Si consideri I'elemento trave Si supponga di lasciare libero il solo
compreso tra i nodi i e j grado di liberta v; mentre tutti gli altri
sono bloccati.
Vi In particolare deve essere 91‘ =0
M.
i y; , ............. j Si imponqa ora uno spostamento verticale
8 """ X nel nodo i
Lo spostamento verticale v; & legato alla forza V; AR VN
ed al momento M, dalla relazione: i 3EJ - 2EJ
Per congruenza con i vincoli deve essere: 19i =0
V.. ML V.. _ ML _2M, 2M,L° M, L?
= — + =0 - =1 V, = V=]
' 2EJ EJ 2EJ EJ L 3EJ 4EJ
. - 2
Per calcolare il coefficiente che lega M; a v; 6EJ _ML
. . . — V. =
basta esprimere diversamente la relazione che Mi - LZ Vi ! 6EJ
legav;aV,ed M;:




Elemento trave

Componenti flessionali

Si consideri I'elemento trave

; N Si supponga ora di lasciare libero il
compreso trainodii ej

solo grado di liberta 8.
In particolare deve essere v; =0

Si imponga ora una rotazione nel nodo i

La rotazione 6; & legata alla forza V; __V L + M;L
ed al momento M, dalla relazione: ! 2El EJ

Per congruenza con i vincoli deve essere: v. =0

3 2 3 2
4 , . , 3 : :
i:v,L LTS VL ML VE3M) g o ML ML
3EJ 2EJ 3BEJ 2EJ 2L ' 4EJ EJ
Anche in questo caso € necessario esprimere M. = 4EJ 9 9 = L
il momento M; in funzione della rotazione 8 ; ——— VTR
Pnelist sistemeica delle struture

Elemento trave

Componenti flessionali

Si consideri I'elemento trave

. S . Si supponga ora di lasciare libero il
compreso trainodiZ ej

solo grado di liberta 6.

V. In particolare deve essere v; =0
M, g ' Si imponga ora una rotazione nel nodo i
jort - LT J A questo punto il coefficiente che lega V; a 6;
x puo essere facilmente calcolato:
La rotazione 6; ¢ legata alla forza V; _ve + M;L _ v + 2L%V,
ed al momento M, dalla relazione: T 9Bl E) T 9E] 3E]
Per congruenza con i vincoli deve essere: Vv, = 0
g 3 ) 2 _ 3 ) 2 3 2LV
i:V'L —M'L =0 V'L :M'L ViziMi I:Mi
3EJ 2EJ 3EJ 2EJ 2L 3
6EJ L2V,
V. = N = 1




Mhallsl Sistemaica delle STuture

Componenti flessionali

Elemento trave

| coefficienti calcolati per il nodo i, relativi ai

gradi di liberta v; e @, possono essere
espressi in forma matriciale:

12EJ | 6EJ
e
6EJ | 4EJ .
L2 L i

V;
M |l
! A

V, V
M, 6 /
e g

Pnalist shstemattica delle STUEure

Componenti flessionali

A

Elemento trave

Per il nodo j si procede in modo analogo, a meno del diverso
segno dei momenti e delle rotazioni:

Vi

rotazione :

\:L

Operando come nel caso precedente si giunge
alla seguente relazione matriciale:

12E)

Vj 3 K
| 6EJ
M; L2

6EJ

—_ L2 vj
4EJ

L L8

Convenzione per
momenti e

)
rotazioni:

positivi se antiorari

In questo caso, applicando all’estremo libero
sia la forza V' che il momento M si ottengono
le seguenti relazioni per lo spostamento v e la

vV ML
Vet —
3EJ  2EJ
VP ML
- +__—
2E)  EJ




Mhallsl Sistemaica delle STuture

Elemento trave

Componenti flessionali

La forza ed il momento relativi al nodo j e
dipendenti dallo spostamento e dalla
rotazione del nodo Z possono essere calcolati
utilizzando le equazioni di equilibrio:

DV =V +V; =0 V,=-V,

da cui si ricava immediatamente che:

@.»u ------- LTI Vj :—:I'Z%Vi —%ﬂi
Dall'equilibrio dei momenti si ottiene: Z M=-VL+M;+M,; =0 M, =ViL-M,
M, :12|§J Ly, +6EZJ Lo _GEZJ Vi—4EJ 3 :6EZJ Vi+2EJ 9
L L L L L L
[Raallst shstematica delle STUEure

Elemento trave

Componenti flessionali

L
.
.....
.....

Quindi i coefficienti calcolati per il nodo j,

relativi ai gradi di liberta v; e 3, , possono
essere espressi in forma matriciale:

e
. .y
.....

In modo del tutto simile si calcolano
gli ultimi quattro coefficienti della
matrice di rigidezza:

12EJ| _6EJ
Vi - E - 12 Vi

6EJ | 2EJ
. L? L Lo

12EJ| 6EJ
o e ||
w| | _6EJ| 2EJ
UoTE| o |L8




Componenti flessionali

Elemento trave

| coefficienti di rigidezza flessionali possono quindi essere
rappresentati in una matrice 4 x 4 come segue

12EJ | 6EJ | 12EJ| 6EJ
Vi N N T BT
6EJ
M : 4E) | 6!52J 28] |1 g
L L L L
_12EJ| 6EJ|12E) | 6EJ
Vi E L2 E 12
M 6EJ | 2EJ | _6EJ| 4E) || g
J - 7
L? L | L
shstematica delle sTuture
Elemento trave L =lunghezza
A = area della sezione
J = Momento d'inerzia della sezione
Ora sono noti tutti i coefficienti di rigidezza dell'elementoe g = Modulo di Young
puo essere scritta I'intera matrice di rigidezza dell’elemento
EA
U, — 0 0 _EA 0 0 u;
L L
12EJ | 6EJ 12EJ| 6EJ
Vi 0 E L2 0 |- E L2 Vi
M, 0 6EZJ 4EJ 0 |- 6|52J 2EJ P
L L L L !
| _EA EA
. -—— 0 0 — 0 0
UJ L L uj
12EJ| 6EJ 12EJ | 6EJ
Vj 0 |~ E - L2 0 E - E v
6EJ 2EJ 6EJ | 4EJ
M. —_— 0 |- —
/ 0 L2 L L L g,

10



Elemento trave

La matrice di rigidezza ottenuta € scritta nel sistema di riferimento locale.

Per calcolare la matrice nel sistema globale & necessario eseguire il prodotto matriciale:

[]=[d (][

Dove [L] & la matrice di rotazione, che pud essere scritta in funzione dell’angolo O che
dipende dalle coordinate nodali dell’elemento, scritte nel sistema globale.

yA
_ yj_yi
X a =arctan—_1—=—
J Xj =X
T y'
Vi
0
Vi
\_x,-_; n
X

Mnallst shstemetica delle Swuture

ed uno di rotazione, ha la forma:

Elemento trave

La matrice di rotazione [L] scritta nel piano, per due gradi di liberta di traslazione

cosa | sena 0 0 0 0
-sena | cosa 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[L]=

0 0 0 cosa | sena 0
0 0 0 |—sena | cosa 0
0 0 0 0 1

La trasposta si
ricava molto cosa | —sena 0 0 0 0

semplicemente
scambiando le sena | cosa 0 0 0 0

righe conle

colonne: [L]T _| 0 0 1 0 0 0
0 0 0 cosa |-sena 0
0 0 0 sena | cosa 0
0 0 0 0 1

11



Elemento trave

Il primo prodotto matriciale: cosa | sena 0 0 0 0
—-sena | cosa 0 0 0 0
I
(k][4 BEEEREEERE
0 0 0 cosa | sena 0
Abbreviazioni: C =C0SO 0 0 0 |=sena| cosa | o
s=sena 0 0 0 0 1
EA
EA 0 0 EA 0 0 EAc | EAs o |-EAc| _EaAs| o
L L L L L
12EJ | 6EJ 12EJ| 6EJ 12EJs| 12EJc| 6EJ |12EJs | 12EJg 6EJ
clce| el el el ¢l
6EJ | 4EJ o |_6EJ | 2E] _6EJs| 6EJc| 4EJ | 6EJs | 6EJc| 2EJ
L2 L L2 L L L2 L L 2 L
_EAL 0 EA 0 0 _EAc| EAs| , | EAc | EAs 0
L L L L L
_12B)| 6EJ| 12EJ | 6EJ | |12EJs | 12EJ¢| 6EJ| 12EJs| 12EJc| 6EJ
[E L2 B 2 E - E - 2 [ IE I - 2
6EJ | 2EJ 0 _6EJ | 4E) | | _BEJs| 6EJc| 2EJ |6EJs | 6EJc| 4EJ
L2 L L2 L L2 L2 L | B 2] L
Elemento trave EAc EAs _EAc | _EAs|
. L L L L
 12EJs| 12EJc| 6EJ |12EJs | 12EJc| 6EJ
Il secondo prodotto matriciale: L L L? L L L?
T _BEJs| 6EJ | 4EJ |6EJs | 6EJc| 2EJ
[L] [K'] [L]J L2 L2 L2 L2 L
EAc | EAs EAc EAs
. - - — T T I T 0
Abbreviazioni: C =C0SQ L L L L
s=sena 12EJs | 12EJ] 6EJ | 12EJs | 12EJc | 6EJ
L NN e c |
_BEJs| 6EJ | 2EJ |6EJs |_ 6EJc| 4EJ
L? L? L? L? L
Achgs2 [A-@)sc -8 —Acz—@sz [*A+12—j)sc -8
L L L L L L
12 123 6J 12J 123 6J
cosa |-sena| 0 0 0 0 (A*?]sc As® +?c2 ¢ (—A+?)s —Asz—?cz ¢
sena| cosa | 0 0 0 0 o 61 . 51 5 N
0 0 1 0 0 0 E L L L L
0 0 0 cosa | ~sena) 0 L —Acz—%“]sz [—A+%)sc GTJS Acz+15—2‘]sz [A—%J)sc GTJ
0 0 0 | sena | cosa 0
0 0 0 0 1 [7A+g)sc fAszf@cz 8, (A*@)sc As%@cz -8
L L L L L L
fﬂs ﬂ&: 2] ﬂs fﬂc 4
L L L L

12



Elemento trave

Questa e dunque la matrice di rigidezza 6 x 6 di un elemento trave nel piano.

Per calcolarla & necessario conoscere la
caratteristica elastica del materiale e i dati

geometrici dell’elemento:

L = lunghezza

A = area della sezione

J = Momento d’inerzia della sezione
E = Modulo di Young

a=arctan 1Yt
i~ A
1 2 3 4 5 6
Ar:2+gsZ [ —g]sc —ﬂs - Ac? 122“] s? [—A+g]s —ﬂs 1
[ L L [ [ L
( —g)sc Asz+gc2 Ec —A+g sc | - As? g 2 Ec 2
[ K L L L
ool e e e [
E
L
Ac? 122“] 2 (—A+@)sc 6—‘]5 Ac2+@s2 [ —@]sc 6—‘]5 4
[ L L [ [ L
[—A+@Jsc —ps2-12) -8 (A—g)sc As?+12) ¢ L 5
L L L B L
%s %c 2] %s —%c 4] 6
Mnalist sistemalica delle STurure
Elemento trave
Per il calcolo & utile compilare una tabella dei coefficienti:
EA , 12E] _(EA_12E) 6EJ 6EJ
Kn:*cz*'?sz Klz_(T' ER i K23=TC Ky = z°
EA , 12E] ,
K, = Re?+ ¢ 6EJ EA  12EJ _ BEJ
2L L2 1377 B S K24=[_T+ B JSC Ky == 2 ¢
4E)
Ka =T K,=-FAg -12B) o _ EA, 12EJ , _2E
L L K25'_TS - B c Ky = L
_EA, 12E] ,
Ky =" ¢ +=5s Kﬁ:(_EH?EJ )sc _6EJ
L 2 12
EA 12EJ
_EA, 12E] K.=[EA_ s
K === +=5—¢’ K o _6EI “ (L e J
16 LZ
6EJ
_4E) Ky =——s
Kes = L 4 L2
Gli altri coefficienti sono L=
definiti dalla simmetria _ L
) Ki =K,
della matrice: | J

13



2F Esempio di calcolo

4% L

Qk‘ii

simmetria

J=

\ A=

IFTFFFFFY

H

H? - (H -2s)* =4(Hs-s?)

H* _(H-2s)*
12 12
Connessioni
degli elementi
El | i]J N y
a |12 1 L
b 2|3 2 L
C |24 3 L
d |34 4 0

J

2
b 3
C |24
d |34
N|X|Y
1]0|L
2 |L|L
3 2L|L
4 2L|0

Analls] sistemeftca cellle struure

Dalle connessioni degli elementi, dalle coordinate nodali e dalle
caratteristiche elastiche e geometriche di ogni elemento si ricavano le

quattro matrici di rigidezza 6 x 6




Le matrici degli elementi devono essere assemblate nella matrice di rigidezza
della struttura, che avendo 4 nodi per 3 g.d.l. per nodo ha dimensioni 12 x 12

nodi ] 1 \ 2 \ 3 ‘ 4 ‘
gdl. > 1| 23] 4| 5]6| 7] 8| 9|10 11] 12|
iJ U1 u;
12 V|2 v, |1
a
2|3 M,|3 6,
2 |4
3 14 U,| 4 u,
V,|5 a+b+c v, |2
b G
M,| 6 e
2 2 2
U;| 7 us
b
M;| 9 6;
% U,|10 uy
c d
V,|11 ctd v, |4
% M,|12 0,
Le matrici degli elementi devono essere assemblate nella matrice di rigidezza
della struttura, che avendo 4 nodi per 3 g.d.l. per nodo ha dimensioni 12 x 12
nodi ’ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
gdl. > | 1| 2] 3] 4| 5|6 7] 8| 9|10 11] 12
ilj U1 u,
1|2 V|2 v |1
2 |4
3 14 U, 4 u,
Vy|5 atb+c v, |2
M,| 6 6,
% U, 7 U
% V.8 b+d v; |3
M;|9 0;
% U, |10 iy
V,|11 ctd v, |4
% M,|12 6,

15



Le matrici degli elementi devono essere assemblate nella matrice di rigidezza
della struttura, che avendo 4 nodi per 3 g.d.l. per nodo ha dimensioni 12 x 12

ilj
1|2
2|3
2 |4
3|4
%
Le matrici degli elementi devono essere assemblate nella matrice di rigidezza
della struttura, che avendo 4 nodi per 3 g.d.l. per nodo ha dimensioni 12 x 12
i|j
112
2|3
C (2|4
3|4

aytbyte; | astbpte, | agtbzteg;

asyt by tey | asstbyte,, | asgtbytey

agt bty | agtbytes, | agtbyte

Analls] sistemeftca cellle struure

16



Gradi di liberta non vincolati: v, u,v, 0,
Gradi di liberta vincolati: — u; 8, wu;v; 0; u,v, 0,
1 2 3 4
1] 2 4| 516 | 7| 8| 9| 10| 11| 12
Ul 1 oy
Vil 2 i Ay [ D5 | A6 Vi
M,| 3 &
U, 4 4 u,
Vyl 5 as; atb+c v,
M,| 6 L5) 9,
Uu,| 7 %,
é Vil 8 2
L M| 9 5,
U, 10 u;
V,| 11 vy
% M, 12 o

17



I sistema risolutivo € costituito da 4 equazioni con 4 incognite

Vl =ayVy AU, taV, + a26’92

U 2=t (a44 + b11 *+Cy )uz + (a45 + bl2 +Cp )Vz + (a46 + b13 +C3 )'92
Vz =anV t (a54 + b21 +Cy )uz + (a55 + b22 *+Cyp )Vz + (ase + b23 *Cy )192

M 2 = a62vl + (a64 + b31 + C31 )UZ + (a65 + b32 + CSZ )VZ + (aGG + b33 + C33 )192

Pnalist shstemattica delle STUEure

I sistema risolutivo & costituito da 4 equazioni con 4 incognite

F =a,V, ta,u, ta,V, + 3-26792

0=a,v, + (a44 + bu + Cn)uz + (3'45 + b12 +Cp )Vz + (a46 + b13 *Cy3 )’92
0=ag,v, + (a54 + b21 + C21)u2 + (ass + bzz *Cp )Vz + (ase + bzs +Cy3 )‘92

0 = a‘62vl + (a64 + b31 + C31 )u2 + (a65 + b32 + CSZ )VZ + (a‘66 + b33 + 033 )192
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