Flussi Di Rayleigh

1 Definizione del flusso di Rayleigh

Il flusso di Rayleigh descrive molti casi di interesse p@attome i processi di
combustione nelle camere di combustione o il moto di un flaidimterno di uno
scambiatore di calore.

Le ipotesi su cui si basa questo tipo di flusso sono:

e moto 1D (sezione costante)
e assenza di fenomeni di attrito

flusso con scambio di calore

gas perfetto (termicamente e caloricamente)

moto stazionario

Con tali ipotesi, le equazioni che descrivono il comportataelel flusso (con-
servazione della massa, bilancio della quantita di mownservazione dell’ener-
gia) sono:

d(pu) =0 —> conservazione della massa
dp+ pu-du=0 = bilancio della quantita di moto
dhy = 0Q) —> conservazione dell’energia

oved( e il calore infinitesimo scambiato per unita di massa luihggatto dx
di condotto ed e considerato positivo se entrante nel flusso

Le equazioni di conservazione della massa e di bilanciadgiantita di moto
affermano che nel flusso di Rayleigh la portétae la spinta della correnté,
entrambe per unita di massa, si conservano:

G = pu = cost
I =p+ Gu = cost



Queste due grandezze sono le costanti del flusso di Raylgagheettono di
definire il legamey — v (pressione-volume) per tale tipo di flusso:

p=-G+1

ovev = % e il volume specifico.

Nel pianop — v questa curva & = cost € [ = cost € una retta ed e chiamata
linea di Rayleigh. Come si vede dal seguente grafico, se la temperatura aunhenta
volume specifico aumenta mentre la pressione scende. Idéiia,conservazione
della massa si ottiene che la velocita aumenta.

Figura 1: Grafico della linea di Rayleigh

Sinoti che se si conosce lo stato iniziglg, u;,, pi., le costanti del moto sono
univocamente determinaté/ (= pi,ui, € I = pin + pinu?,) € lo stato incognito
p, u, p € determinato se si conosce la quantita di cal@réornita al sistema,
attraverso il sistema non lineare:

G =pu
I =p+Gu
2
hin+ % +Q=h+%
Si noti che per chiudere tale sistema, I' equazione di sextoita e calorica
deve essere introdotta; nel caso di gas perfetto:

p=pRT con R = cost
h=c¢c/ T con c,=cost



2 Comportamento del flusso

Nel seguito verra mostrato come si comporta il flusso neb chsadduzione di
calore. Per mostrare cio, la conservazione della masbdaricio della quantita

di moto e la definizione del numero di Mach{ = % = /yRT" = ,/7% ),
verranno scritte in forma di derivata logaritmica:

((du d

du  dp |

u o p
d

\ u M p p

Esprimendo queste relazioni in funzione del solo numeroatiy si ottiene:

( du_ 2 dM
W 14+4M?2 M
dp 2 dM
p 14+yM2 M
dp 2yM?  dM

( p 1+MZ2 M

Inoltre, 'equazione di stato per gas perfetti derivataomfa logaritmica for-
nisce il differenziale della temperatura (uguale, per gdsricamente perfetti, a
quello dell'entalpia):

ar dh dp dp 2(1—~yM?) dM
T h p p  144M2 M

Infine, differenziando la relaziong = p (1 + §M?2)>" (coné = 1) che
lega la pressione statica a quella totale, si ottiene:

dpo dp ~ yM? dM yM? (1 — M?) dM

o p  14+0M2 M (1+yM?)(1+6M2) M

L'equazione di conservazione dell’energia, usando il sdogorincipio della
termodinamica per sistemi caratterizzati da trasfornrazeversibili e da scambio
di calore, afferma che:



L 0Q dhy  dTy
ST ST T

Per un sistema cosi definito, se entra calore nel fluidogositivo), I'entropia
aumenta ds positivo). Viceversa se esce calore dal fluido. Dalla dafbmi di
entalpia totale/fy = h + “72), si ottiene il differenziale dell’entropia:

du_2 1—M? dM
w ST aME M

ar )
ds = Cp +yRM

e quindi:

dly  2(1-M?) dM

T (1+yM?) M

Si noti che se entra calore (ovvefd, > 0), il flusso acceleradM > 0) se e
subsonico {/ < 1) mentre deceleral(// < 0) se & supersonicd{ > 1). Inoltre,

nel caso sonicoN/ = 1), si had7, = 0: non si puo somministrare calore perchée

il fluido non lo puo smaltire.

Quindi un flusso subsonico con adduzione di calore acceleoaafiportarsi
(al pit) aM = 1; Il punto sonico e detto “choking termico” e risulta essena
condizione limite dei flussi di Rayleigh.

Similmente, un flusso supersonico con adduzione di calocelee fino al
punto sonico.

Esprimendo le variazioni delle variabili del flusso in fumze did7,/T, si
ottiene:

du 1 dTy

W 1-M2 T

dp 1 dTy

» 1-M* T

dp M?  dT,
T TR T

dr 1 —~M? dT,

T ~ 1-M T

dpy vy M? dTy

Do 24+ (1 +0M2) T



Da queste relazioni € immediato comprendere il compontdoae! fluido nel
caso di calore entrantdq, > 0):

Subsonico {/ < 1) Supersonico! > 1)
dM >0 dM <0
du >0 du <0
dp <0 dp >0
dp <0 dp >0
1

dl'>0se M < —
vy dT > 0

dl' < 0se M > —

Vi
dp(] <0 dp(] <0

Come si vede, la pressione totale diminuisce in entramhgintedi flusso.
Cio e diretta conseguenza della perdita di energia méczahe il flusso subisce
a causa dell’ingresso di calore (aumento di entropia).

Nel caso di flusso subsonico, il fluido accelera fino a por&rpunto sonico
(“choking termico”) ma la temperatura aumenta find/a = % (M ~ 0.85
nel casoy = 1.4) per poi diminuire, sebbene del calore entra nel flusso. Cio
e dovuto agli effetti della compressibilita: la velaci@umenta piu velocemente
di quanto non faccia la temperatura totale a causa dell’ssimne di calore (da
dho = d(h + u?*/2) = §Q). Come conseguenza il fluido si raffredda.

Nel caso di flusso supersonico il flusso decelera fino a podigpanto sonico,
mentre pressione, densita e temperatura aumentano.

Si noti che nel caso di sottrazione di calot&)(< 0 e quindid1, < 0) il
comportamento del flusso e esattamente opposto a quelkoatwois preecdenza.
In particolare, un flusso subsonico decelera, mentre unersapico accelera.

3 Curvadi Rayleigh

La curva di Rayleigh rappresenta gli stati termodinamicpmenoh — s del flusso
di Rayleigh, fissate le costanti del flusSce I:
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Figura 2: Curva di Rayleigh

Dal grafico si vede che nel caso subsonico, seguendo il flubsnopia
crescente (nel caso quindi di immissione di calore) il nun@Mach aumenta e
la pressione descresce. L'entropia si porta al valore mmasperM = 1 mentre
I'entalpia (quindi la temperatura) raggiunge il massimo joe= % < 1.

Nel ramo supersonico, seguendo il flusso ad entropia cresdéfiusso ral-
lenta fino al punto sonico mentre la pressione e la temparatumentano.

Per meglio comprendere cosa succede ad un flusso con scarnhbloré, nel
seguito verra mostrato (in particolare per il caso sulisyriome si comporta un
flusso a temperatura e pressione totale iniziali déi,(e po:), al variare della
portata.

A tal fine e utile esprimere la portata in funzione dello ctatale (pressione
e temperatura) e del numero di Mach:

+1
M (1+6M2) D

p po p To
G=pu=-—Ma=—=-LL20,/ RT,/
pu RT “ RTopo
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Figura 3: Curva della portata

Dal grafico visto sopra, nel caso subsonico, allaumentar@ d Mach di
ingressol/;, aumenta. Come conseguenza féla= (1 + §M?)7-1) la pressione
all'ingressop;,, diminusce.

Le curve di Rayleigh, al variare della portata, cambiana:cos

£

Figura 4: Curve di Rayleigh

Tali curve mostrano che allaumentare della portata, ilsimae valore di en-
talpia ed entropia diminuiscono; ovvero, il massimo cafdre si puo trasferire al
fluido diminuisce.

Analiticamente cio puo essere mostrato integrando dneg differenziales—
dM fra lo stato iniziale §;,, e M;,) e quello finale di massima entropia, (. €



M =1):

y+l
L [T+ M2\ ™
Smaz — Sin = 2¢, 11
M; L+~

E’ facile vedere che alllaumentare della portata (ovvefaanentare diM;,) il
massimo valore dell’entropig,,.. diminuisce.

Integrando il legame differenziat&: — dM, usando la definizione di entalpia
totale (2o = h(1 + 6M?)), fra lo stato iniziale Ko, € M;,) e quello di entalpia
massimak,,.. e M = 1/,/7) si ottiene:

Ponae 1 1 14+yM2\?
hoin 1+ 0M2 VM 2

E’ facile vedere che alllaumentare della portata (ovvefaanentare diM;,) il
massimo valore dell’'entalpi@a,,.. diminuisce.

Si analizza adesso il caso di un flusso subsonico con addudiaralore(),
di cui si conosce pressione e temperatura totali di ingréssoe 1y;,,), pressione
dellambiente di uscita,,,,. Come conseguenza si stabilisce un flusso di portata
G.

E’ facile mostrare (anche per via grafica) che, fisggti, 7o, € pams, all'au-
mentare del flusso di calore immeggda portata diminuisce.

Al diminuire del flusso di calore ceduto al flusso, la portatmanta (e quindi
il Mach di ingresso aumenta) e cosi il Mach di uscita. Si ptrivare al limite in
cui il fusso saturai/, = 1). Diminuendo ancora il flusso di calore il flusso nel
condotto diventa supersonico.



Figura 5: Curve di Rayleigh per entalpia statica e totale

Nel grafico precedente sono mostrate le curve s (curve di Rayleigh) e le
curve dihy — s, al variare della portata. Queste ultime curve permettornvald
utare I'aumento di entalpia totale che il flusso subisceeow¥ flusso di calore
entrante. Per via grafica & facile vedere che a parita dlizami iniziali, il mas-
simo flusso di calor€) (ricordiamo che € per unita di massa) cedibile ad un flusso
aumenta con il diminuire della portata.

Per comprendere meglio le curkg— s, la definizione di entalpia totalé{ =
h(1 + 6M?)) e derivata in modo logaritmico ed espressa in funzionendeiero
di Mach:

dhy  dh 20M?*  dM 2(1 — M?) dM

e h 110 M (- (1+0MP) M

Come si vedeh, ha un massimo pev/ = 1 (punto di saturazione termica). Inte-
grando questa relazione fra lo stato inizidlg;( e M;,,) e lo stato di saturazione
termica (g, € M = 1) si ottiene:

homar (1 14+~4M2ZN\? [ 146
hOin B Min 1+ Y 1+ 5M12n

Quindi, fissate le condizioni totali inizialh,,), al’laumentare della portata (quin-
di allaumentare di)/;,) il massimo valore dell’entalpia totale diminuisce: cio
dimostra che alllaumentare della portata il massimo catedkbile diminuisce.




