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                                             Massa modale effettiva

   1. Considerazioni generali
La massa modale effettiva è una proprietà dinamica di una struttura: costituisce un indice per valutare l’importanza relativa di un modo fondamentale di vibrazione quando la struttura viene eccitata con una accelerazione alla base.

 Un valore elevato della massa effettiva di uno dei modi fondamentali della struttura indica  una reazione importante alla base legata alla deformata modale corrispondente. Mentre i modi che presentano valori piccoli di  meff  sono scarsamente eccitati dalla accelerazione imposta alla base e portano come conseguenza a delle piccole forze di reazione alla base. 

La  meff  si presenta come una matrice  6x6  (nel caso più generale).

   2. Massa modale effettiva (modello SDOF)


Si consideri come primo esempio un sistema dinamico ad un solo grado di libertà (SDOF) con massa  m , rigidezza  k  e smorzatore viscoso con coefficiente  c : il sistema è posto su di una base rigida a sua volta in movimento con una accelerazione  u”(t)  assegnata. 

Lo spostamento totale della massa  m  viene indicato con  x(t), con : 

                                                     ____        

                              (n = (k/m              si indica la pulsazione naturale non smorzata, con :

                                     ( = c/ccr    si indica il coefficiente adimensionale di smorzamento, con :

                                    Q = 1/2(                                si indica il fattore di amplificazione e con :

                                                 ____

                                    ccr = 2(km                              si indica il valore critico di smorzamento.

 Si indica poi con  z(t)  lo spostamento relativo della massa  m  rispetto alla base, che a sua volta è in movimento con spostamento impresso u(t) , si ha quindi:

                                 z(t) = x(t)  -  u(t)                                                                       (1)

L’equazione del moto per lo spostamento relativo risulta :

                                m z”(t)  +  c z’(t)  +  k z(t)  =  - m u”(t)                                     (2)

dividendo tutti i termini per la massa  m  e posto  c/m  =  2((n  si ha :

                        z”(t)  +  2((n z’(t)  +  (n2 z(t)  =  - u”(t)                                     (3)

l’accelerazione imposta alla base agisce dunque come una forza esterna sul sistema dinamico scritto in termini dello spostamento relativo  z(t). 

Lo spostamento assoluto  x(t)  si può ricavare dalla :

                                 x”(t)  =  z”(t)  +  u”(t)  =   - 2((n z’(t)  -  (n2 z(t)                          (4)

la forza di reazione alla base, dovuta alla accelerazione impressa  u”(t)  , è data dalla somma della forza sulla molla e sullo smorzatore:

                         Fbase(t)  =  k z(t)  +  c z’(t)   =   -m ( z”(t) + u”(t) )  =  -m x”(t)             (5)

Ipotizzando una vibrazione armonica si può scrivere l’accelerazione imposta come:

                               u”(t)    =   -  (2 U(() ej(t                                                                  (6)

e nelle stesse ipotesi si può esprimere il moto relativo con le relazioni :

                               z(t)    =        Z(() ej(t
                               z’(t)   =   j( Z(() ej(t                                                                      (7)

                               z”(t)   = -(2 Z(() ej(t
L’accelerazione assoluta è :

                               x”(t)   =  -(2 X(() ej(t                                                                     (8)

Nel dominio della frequenza, dalla (3), si ha quindi l’equazione:

                [  - (2  +  2j((n(  +  (n2] Z(()   =    (2 U(()                                                 (9)  

Da questa si ottiene :

                                             (2 U(()

                  Z(()     =    _________________                                                                (10)

                                    [  -(2 + 2j((n(  + (n2 ]

Posto:

                                             (1/(n2)

                  H*(()  =    _____________________                                                        (11)

                                    [ 1 - (2/(n2  +  2j ((/(n ] 
Si può scrivere :

                   Z(()  =  ((/(n)2 H(() U(()                                                                       (12)

Dove:

                                                   1

                    H(()   =    _____________________  =   H*(() (n2                                (13)

                                     [ 1  -  ((/(n)2   + 2j((/(n]

    Si può indicare lo spostamento assoluto con la:

                           X(()  =  [ 1  +  ((/(n)2 H(()] U(()                                                     (14)

La forza di reazione alla base, partendo dalla (5),  diviene:

                       Fb(()  =  m ω2 X(ω)  =  m [ 1 + ((/(n)2 H(()]ω2U(()                             (15)

In questo esempio che si riferisce ad un sistema ad un solo grado di libertà si ha :

                            meff  =  m                                                                                                    (16)       

La forza di reazione alla base è proporzionale alla massa   meff (che è pari alla massa m  del sistema ad un solo grado di libertà)  e alla accelerazione imposta alla base attraverso un coefficiente di amplificazione dato da:

                   Campl   =  [ 1  +  ((/(n)2 H(() ]                                                                           (17)

Nel caso in cui la frequenza di eccitazione risulti pari ad una frequenza naturale del sistema (in questo caso si tratta di un sistema con un solo grado di libertà e quindi con una sola frequenza naturale) cioè nel caso in cui  ( =  (n  , la forza di reazione alla base diviene:

                  ( Fbase((n) (  =  ( meff [ 1  +  1/ 2j(  ]ω2 U((n)(  =  meff Q ω2 U((n)                        (18)

infatti si ha :

                  ( 1 +  Q/j )  ( ( 1 – jQ )  

ed il modulo è dato da :

                     _______

                   ( 1 + Q2     (  Q     ( se  Q >> 1 )

Si ha quindi un fattore di amplificazione, che è praticamente uguale a   Q , il quale dipende dal coefficiente adimensionale di smorzamento e diviene molto grande quando  (  ( 0.01   (si vede già da questa relazione il ruolo importante che gioca la stima corretta del fattore di smorzamento nella valutazione della reazione alla base).

 L’amplificazione della sollecitazione alla base è direttamente collegata al fattore di amplificazione  Q  cioè al valore di  ( . Per valori molto piccoli di  (   (come avviene in genere per la tipologia delle strutture di interesse in campo aeronautico e spaziale) si ha un valore grande di amplificazione e l’incertezza sulla valutazione del valore reale di  (  si riflette direttamente nell’incertezza della valutazione sulla forza  di reazione alla base. 

3. Massa modale effettiva in sistemi a più gradi di libertà (MDOF)

L’equazione del moto per un sistema a più gradi di libertà, nel caso di una struttura rappresentata con un modello ad n gradi di libertà in assenza di smorzamento è:

                              M x”   +   K x   =  F(t)                                                                          (19)
si indicano con l’indice  j   i gradi di libertà al contorno (esterni) e con l’indice  i   i gradi di libertà interni: la struttura viene eccitata secondo i gradi di libertà al contorno (tre traslazioni e tre rotazioni nel caso più generale). Il numero dei gradi di libertà al contorno è al massimo pari a sei (o meno a secondo delle condizioni di vincolo della struttura).  Le matrici  M,K   di massa e di rigidezza vengono suddivise secondo i gradi di libertà al contorno ed interni e si ha :

                       Mii         Mij    x”i           Kii         Kij        xi                Fi
                       Mji         Mjj    x”j    +    Kji         Kjj        xj       =       Fj                                                 (20) 
Dove  Fj  indica le forze applicate sui gradi di libertà al contorno della struttura ed  Fi  le forze applicate ai gradi di libertà interni. 

Procedendo secondo l’approccio di  Craig-Bampton  si può rappresentare il vettore  x(t) dei gradi di libertà della struttura sulla base di sei modi di corpo rigido (si devono considerare sei modi nel caso più generale od un numero più limitato a secondo dei modi rigidi possibili) indicati con  (R  dove  xj  =  I  e dei modi elastici  (p   calcolati con i gradi di libertà al contorno fissati,  xj  = 0 .

 I modi elastici sono valutati dal problema di autovalori:

             ( Kii  -  (p Mii) (ii  =  0                                                                    (21)

Si esprime  x   come:

                           x   =  (R xj  + (p (p  =  ((R  (p) (xj  (p)T  = ( X                                   (22)

dove  (p  indicano le coordinate modali generalizzate che sono, in generale, in numero molto inferiore rispetto al numero totale dei gradi di libertà del sistema completo.

I modi rigidi si possono ottenere ponendo nulle le azioni di inerzia e le forze interne  Fi  ed assegnando successivamente degli spostamenti unitari per i gradi di libertà al contorno :

                          xj  =  I

si può porre :

                        Kii         Kij     xi                0

                        Kji         Kjj     xj      =       0                                                                        (23)

e dalla (23) si ha :

                        Kii xi   +   Kij xj   =   0                                                                                 (24)

da cui :

                        xi   =   - Kii-1 Kij xj                                                                                                 (25)

e si ha :

                        (ij   =    - Kii-1 Kij I                                                                                      (26)

quindi in definitiva risulta :

                         x   =  ( xi    xj )T   =   (  (ij   I )T  xj  =  (R  xj                                                                     (27)

con la condizione :

                          K (R  =  0                                                                                                  (28)

Considerando fissati i gradi di libertà esterni    xj   =  0   e ponendo ancora moti armonici del tipo:

                           x(t)  =  X(() e j(t

Il problema di autovalori diviene :

                          ( Kii  -  (k Mii )  (ip,k  =   0                                                                            (29)

Dove  (k  è l’autovalore associato con la deformata modale   (k.  I gradi di libertà interni si possono proiettare con le deformate modali ortogonali e si ha :

                         xi    =   (ip (p                                                                                            (30)

La trasformazione modale diviene quindi:

                          x   =  ( xi      xj )T  =  ( (   0 )T (p   =  (p  (p                                                             (31) 

La matrice di trasformazione   (  di Craig-Bampton risulta definita dalla :

                           x   = ((R   (p) (xj   (p)T  =  ( X                                                              (32)

Dove  (R    sono i modi rigidi,   (p   sono le deformate modali della struttura vincolata in  xj,  xj   sono i gradi di libertà al contorno della struttura e  (p  sono le coordinate modali generalizzate (in generale il numero delle coordinate modali generalizzate  p  è molto inferiore al numero  n  dei gradi di libertà delle struttura). 

La trasformazione di Craig-Bampton si può inserire nelle equazioni del moto e si ha :

                    (T M ( X”   +   (T K ( X   =   (T F(t)   =   f*(t)                                        (33)

Il vettore  X  comprende le componenti miste della trasformazione di Craig-Bampton :

                     X    =   (  xj    (p )T                                                                                          (34)

Quindi, suddividendo nei gradi di libertà  xj  ed   (p  si ha :

                    MRR       MRp      xj”            KRR      KRp     xj           (ij        (p          Fi 

                    MpR        Mpp      (p”    +     KpR       Kpp     (p    =     I           0        Fj                    (35)

Dove:

              MRR  = (RT M (R   indica la matrice dei modi rigidi ( è una matrice 6x6 )  

              KRp           indica la matrice di rigidezza ridotta

              Mpp =  (pT M (p  indica la matrice delle masse generalizzate            

              Kpp  =  (pT K (p  indica la matrice delle rigidezze generalizzate

              KRp  =  KpR  =  0

              KRR   =  (RT K (R  =  0

              MRp  =  (RT M (p  =  LT   è la matrice dei fattori di partecipazione modale

              MpR  =  L  è la trasposta della matrice dei fattori di partecipazione modale

Il sistema diviene quindi :

               MRR       LT      xj”             0          0         xj              Fj
               L           Mpp     (p”     +     0      (pMpp      (p       =     0                                             (36)

 
La matrice  LT   dei fattori di partecipazione modale indica l’accoppiamento tra i modi rigidi ed i modi elastici  (sono i modi elastici della struttura considerata come incastrata rispetto ai gradi di libertà  xj ); valuta quindi l’importanza dei singoli modi rispetto ai modi rigidi, si è poi posto   Fi  = 0  (il che indica che non si considerano carichi interni).

Se si considerano anche dei fattori di smorzamento modale  (p la (36) con l’inserimento dei termini di smorzamento si può scrivere :

       MRR      LT    xj”            0            0            xj’           0          0      xj             Fj
       L         Mpp   (p”    +     0      2(p(pMpp    (p’   +    0      (pMpp  (p       =    0                 (37)

Da questa equazione derivano le due relazioni :

                    MRR xj”   +   LT (p”     =     Fj
                    L  xj”   +   Mpp (p”   +   2 (p(p Mpp (p’   +   (p Mpp (p   =   0                            (38)

Trasformando nel dominio della frequenza, posto :

                        x(t)  =  X(ω) ej(t        ((t)  =  ((ω) ej(t        F(t)  =  F(ω) ej(t

                                 X”(ω)   =   - (2 X(ω)       E’(ω)  =  j( E(ω)       E”(ω)   =    - (2 E(ω)

Dalle relazioni (38) si ottengono le : 

                        MRR Xj”     +    LT  Ep”    =   Fj
                L Xj”   +   Mp Ep”   +   2 (p(p Mp Ep’   +   (p Mp Ep   =   0                                 (39)

Dalla seconda delle (39) si ha :

             Mp [  - (2  +  2 j((p(p + (p2 ] Ep  =  - Lp Xj”                                                           (40)

Quindi :

             Ek  =  (Lk Xj”)/(mk (k2) Hk((/(k)                                                                               (41)

Sostituendo nella prima delle (39) si ha :

               MRR Xj”  +  LT Ep”  =  Fj                                                                                        (42)

Si può dimostrare che :

               MRR  =   (k LkT Lk/mk                                                                                            (43)

Si definisce la massa modale effettiva dalla relazione :

              Meff, k  =  LkT Lk / mk                                                                                                  (44)

Con :
             Lk  =   (p,kT M (R            mk  =  (p,kT M (p,k 

La somma di tutte le masse modali effettive risulta pari a MRR* che indica la massa della struttura vincolata  rispetto a  xj  si ha :

             MRR*    =  (k Meff, k                                                                                                    (45)

Il valore assoluto della forza  alla base  (normalizzata rispetta ad  X”(ω) ),   Fb(() / X”(() , si può scrivere come :

              | Fbase(()/X”(()|  =    | (k Meff,k [ 1   +   ((/(k)2 Hk((/(k) ] |                                    (46)

Dove :

                                                           1

                Hk((/(k)   =     ________________________                                                        (47)

                                        [ 1  -  ((/(k)2   +   2 j ( (/(k ]

Quindi ad esempio per    (  =  (1  , in corrispondenza della prima frequenza propria della struttura e trascurando il contributo dei modi successivi, si ha :

    |  Fbase((1)/ X”((1)|  =  |Meff, 1 [ 1  +   1/(2j(1) ]|  = | Meff, 1 [ 1  -  j Q1 ]|   (  Meff, 1 Q1        (48)

  Q1  (fattore di amplificazione)  è pari a     Q1  =  1/2(1  ,  ζ1  indica il coefficiente di smorzamento relativo al primo modo di vibrazione e  Meff,1  indica la massa effettiva del primo modo.

Nel caso in cui il coefficiente di smorzamento modale  (1 = 0.005 ( valore piccolo ma possibile nel campo delle strutture di interesse) si ha una amplificazione  con un fattore   Q  =  100  della   massa efficace del primo modo e si ottiene :

            | Fbase((1)/X”((1)|  =   100 Meff, 1                                                                                   (49)
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