Capitolo 2

Dinamica dei corpi
deformabili. Conservazione
della quantita di moto

2.1 Forze

Le forze che agiscono su un elemento B,, del corpo B sono essenzialmente di

due tipi:

2)

forze di massa che agiscono “direttamente” sul volume di B,,, attraver-
so una interazione a grande distanza. Un esempio sono le forze di
gravita e le forze elettromagnetiche. Tali forze agenti su B, si possono
esprimere mediante I'integrale

/) pfdv (2.1.1)
X(Bn,t)

con f forza per unita di massa;

forze di contatto che agiscono sul volume di B,,, attraverso la superficie
di contorno. Se l’elemento di fluido considerato ha una porzione di
superficie libera, cioe di contorno per il fluido, le forze di contatto
possono essere date ad esempio da una pressione applicata su questa
superficie o da una forza tangenziale. Se ’elemento di volume & interno
al fluido, le forze di contatto sono quelle esercitate sulla superficie
dal materiale circostante. Indicando la forza di contatto per unita di
area con t,) dove con n si indica la normale uscente localmente dalla
superficie, si ha

v i AF
) = A100 AA
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Conservazione della quantita di moto 2.2

agente sulla porzione I di B,, con

t(n) = —t(n) (2.1.2)

che esprime il lemma di Cauchy. La forza totale esercitata sul volume
attraverso la sua superficie ¢ data da

/ t(n)dS (2.1.3)
Ox(Bn,t)

2.2 Conservazione della quantita di moto

Il principio di conservazione della quantita di moto della meccanica di New-
ton esprime l'uguaglianza della variazione nel tempo della quantita di moto
con la somma delle forze, dei due tipi sopra visti, applicate al volume di
fluido considerato.

Essendo la quantita di moto

/ pudV (2.2.1)
X(Bn,t)

L’equazione di conservazione della quantita di moto (o prima legge di
Eulero) si esprime in forma vettoriale, mediante le (2.1.1)), (2.1.3)), (2.2.1)

4 pudV :/ pde+/ tndS (2.2.2)
dt Jy(B,.t) X(But) OX(Brst)

per il teorema di trasporto di Reynolds nella forma (1.8.5)) il primo termine
della (2.2.2)) diviene

d/ puidV:/ pDuidV:/ <5PW Jrapuiuj)dv
dt J(B,.) x(Bnt) Dt (Buit) \ Ot ox;j

(2.2.3)
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2 Dinamica dei corpi deformabili. Conservazione della quantita di moto

Cerchiamo ora di analizzare I'integrale delle forze di contatto (2.1.3)) e di
esprimerlo in modo piu appropriato.

Supponiamo che nell’eq. la configurazione x(B,,t) abbia dimen-
sione caratteristica d. Il volume & quindi proporzionale a d® e 'area della
superficie Ox(B,,,t) di contorno & proporzionale a d2. Dividendo la
per d? e considerando il limite per d — 0 si ottiene

1
lim / tnS =0 (2.2.4)
d—0 d? Ox(Bn,t) ")

cioe le forze di contatto per unita di area, o tensioni, sono localmente in
equilibrio.
2.3 1l tensore delle tensioni

Il vettore tensione ¢, relativo a un elemento di superficie, ¢ associato al vet-
tore normale alla superficie tramite il tensore delle tensioni 7;; che esprime
una trasformazione lineare tra le due classi di vettori £,y e n

t(n)l = T‘ijn]’ (231)

che ricordando la (A.7.15) si puo scrivere:

t(n) =T -n (2.3.2)

Per avere un’interpretazione fisica del tensore delle tensioni, seguiamo la
dimostrazione di Cauchy.

Consideriamo il tetraedro (Fig. 2.2) con tre facce parallele ai piani co-
ordinati del sistema con origine in 0 e la quarta faccia con normale n =

Se dA ¢ 'area della faccia obliqua, le altre facce L assi 0; sono date da

con normale uscente e(;) e quindi la tensione & —£(;) per la (2.1.2) mentre
t(;) corrisponde a normale uscente +e;).
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Il tensore delle tensioni 2.4

Applicando 'equilibrio locale (2.2.4]) al tetraedro di Fig. 2.2 con dimen-
sione caratteristica d tendente a zero si ha

e per la (Z33)

tm) = taym + tgyne + tzmna (2.3.5)

che dimostra che le tensioni in un punto 0 relative a 3 piani tra loro in-
dipendenti (come quelli coordinati su cui & costruito il tetraedro in Fig. 2.2)
determinano la tensione per qualunque superficie passante per quel punto.

Se indichiamo con Tj; la componente i-esima del vettore ¢(;) e con t(,),
la componente i-esima di t(n)), possiamo riscrivere la in termini di
componenti

ove T;; associando le componenti del vettore £(,) alle componenti del vet-
tore n da esso indipendente, per la regola del quoziente (A.11.1), sono le
componenti di un tensore del secondo ordine.

Lo stato delle tensioni in questo punto, la cui posizione ¢ @, ¢ comple-
tamente individuato dalle nove componenti del tensore Tj;(x) e quindi in

generale la (2.3.1)) si scrive

tix,n)=T(x) n (2.3.7)

che, essendo una relazione tensoriale, ¢ valida per una qualunque rotazione
degli assi coordinati, limitandosi qui a sistemi di coordinate cartesiane.
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2 Dinamica dei corpi deformabili. Conservazione della quantita di moto

2.4 Conservazione della quantita di moto in forma

differenziale

Se si sostituisce la (2.3.1)) nella (2.2.2)), tenendo conto della (2.2.3)) si ottiene
Du;
/ Py = / pfidV + / Tiin;dS (2.4.1)
x(Bat) Dt x(Ba 1) OX(Bost)
e applicando all’integrale superficiale il teorema di Green nella forma (A.15.2)
/ T”nde == / TijyjdV (242)
8X(Bn7t) X(Bn’t)

Essendo ora tutti i termini dell’equazione costituiti da integrali estesi
allo stesso volume, peraltro scelto arbitrariamente, ’equazione (2.4.1) puo
essere soddisfatta solo se & nullo I'integrando:

Du;
p o = Pli+ T (2.4.3)

nota anche come equazione di Cauchy.

Adottando per il teorema di trasporto di Reynolds la seconda forma

riportata in ([2.2.3)) si ha

8pu,~ Bpuiuj 8Tl]
=pfi 2.4.4
o " om, i, (244)
che si puo scrivere
Opu;
i = Plit (T = puiuy); (2.4.5)

Ricordando che D’accelerazione e la derivata materiale della velocita,
la (2.4.3) diviene in forma vettoriale

pa=pf+V-T (2.4.6)

2.5 Conservazione del momento della quantita di
moto

Se si assume che tutte le coppie applicate alla particella di fluido derivano
da momenti di forze macroscopiche (fluidi non-polari) allora si puo ricavare
dalla I’equazione di conservazione del momento della quantita di moto
(o seconda legge del moto di Eulero)

d
dt/ ple x u)dV = / plx x f)dV —I—/ x X t,dS (2.5.1)
X(Bn,t) X(Bn,t) Ox(Bn,t)
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Conservazione del momento della quantita di moto 2.5

da cui si puo dedurre la condizione di simmetria per il tensore delle tensioni
T nel caso considerato di fluidi non-polari.
Applicando al primo integrale e ricordando la (A.12.4)

d

— ple x u)dV = / p(x x a)dV (2.5.2)
dt X(Bnyt)

X(Bn,t)
essendo u X u = 0.

L’ultimo integrale della scritto per la componente i-esima, diviene
per il teorema di Green e ricordando la

/ €ijk;it(n)pdS = ijkTiTrmdS =
BX(Bfut) 8X(Bn,t)

(2.5.3)
/ 5z‘jk($kal)ldV = / (Eijkm’kal,l + 5z‘jkaj) dV
X(Bn,t) X(Bn,t)
essendo ;5,, = 0 e xj, = d;. Ritornando alla forma vettoriale si ha
/ T X (V . T)dV + / Eijkaje(l)dV (2.5.4)
X(Bn,t) X(Bn,t)

Sostituendo le (2.5.2) e (2.5.4)) nella (2.5.1)) e raggruppando alcuni termini
si ottiene

/ x X (pa—pf—V-T)dV — / ijkTrjendV =0  (2.5.5)
X(Bn,t) X(Bn,t)

dove il primo integrale per la (2.4.5) ¢ nullo. Essendo arbitrario il volume
di integrazione, perché sia soddisfatta la (2.5.5) deve essere
aijkaje(i) =0 (2.5.6)

cioe devono essere indipendentemente uguali a zero tutte tre le componenti

del vettore (2.5.6) e quindi

T3 —To3=0 T3 —1T31 =0 151 —Ti2=0
cioe
Tyj =Tk (2.5.7)

che ¢ la condizione di simmetria del tensore T .

Nel caso di fluidi non polari si puo quindi assumere il tensore delle ten-
sioni simmetrico, e con tale assunzione non c’e piu bisogno di consider-
are ’equazione di conservazione del momento della quantita di moto come
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2 Dinamica dei corpi deformabili. Conservazione della quantita di moto

equazione indipendente. Essendo T simmetrico vi sono tre direzioni princi-
pali fra loro ortogonali, rispetto alle quali il tensore assume forma diagonale,
con i termini sulla diagonale dati dalle tensioni principali.

2.6 Fluidi polari

Si chiamano fluidi polari quei fluidi la cui microstruttura & meccanicamente
importante. Per esempio: sospensioni gas-solido, liquido solido, fluidi con
particelle cariche elettricamente soggetti a campi elettromagnetici esterni,
etc. La microstruttura del fluido puo essere meccanicamente importante
anche se molto piccola, quando le dimensioni caratteristiche del problema
sono dello stesso ordine di grandezza della microstruttura. Es.: strati sot-
tili di lubrificanti, flussi superficiali, etc. In tutti questi casi una particel-
la costituente la microstruttura puo ruotare indipendentemente dal fluido
circostante se ad essa viene direttamente applicata una coppia. Pertanto
nello studio dei fluidi polari si introduce una variabile cinematica che da la
velocita angolare della particella indipendentemente dal campo di velocita
circostante ed inoltre il tensore delle tensioni non € piti simmetrico come per
i fluidi non-polari. Si possono quindi introdurre coppie per unita di massa ¢
applicate direttamente al volume (analoghe alle forze f) e tensioni di coppia
C(n) agenti attraverso il contatto tramite la superficie di contorno (analoghe
a t(n)). Analogamente a quanto detto per (,,) in 2.3, si puo definire il tensore
C tale che

C(n) =C-n (2.6.1)

L’equazione di conservazione del momento della quantita di moto si scrive

d
dt/ [pl + p(x x w)]dV = / p(q—i—wxf)dV—i—/ [c(n) +x X t(n)] ds
X(ant) X(Bnat) X(ant)

(2.6.2)
dove pl ¢ il momento della quantita di moto intrinseco delle particelle cos-
tituenti la microstruttura.

Ricordando la e raggruppando i termini in modo da far apparire
la si ottiene, procedendo come in 2.5,

Dl
/ :cx(papr-T)dV+/ p—dV +
X(Bub) x(Bnit) Dt

(2.6.3)

/ (pq + V- C + Eijkaje(i)dV =0
X(Br,t)
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Fluidi polari 2.7

essendo per la (2.4.5)) il primo integrale nullo ed essendo arbitrario il volume
di integrazione, perché sia soddisfatta la (2.6.4) deve essere

p% = pq + V- -C+ Eijkaje(i) (2.6.4)
che si riduce alla per I, q, C nulli cioe per fluidi non-polari.

Nei fluidi polari quindi il tensore delle tensioni non ¢ simmetrico ed €
necessario considerare I’equazione di conservazione del momento della quan-
tita di moto per ricavare le componenti della quantita di moto intrinseco .
Il fluido polare, caratterizzato cinematicamente da un campo di velocita del
continuo e da un campo di velocita angolare della microstruttura tra loro
indipendenti, si puo studiare associando a ciascuna particella materiale P,
introdotta in 1.1, una terna rigida ortonormale costituita dai 3 direttori d 3,
che soddisfano la

d(r) - de) = Okl (2.6.5)

Il moto del corpo B & dato non solo dalla ([1.2.1)), ma dall’insieme delle

due relazioni

{ x= x(Pt)
(2.6.6)
diy = Yre(Pt)

oltre che dalla . Ciascuna particella materiale ¢ percid una copia
infinitesima di un corpo rigido con 6 gradi di liberta: 3 di posizione e 3 di
orientamento. E’ questo un particolare esempio di “Continuo di Cosserat”,
nel quale alla particella materiale possono essere associati gradi di liberta di
vario genere.
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2 Dinamica dei corpi deformabili. Conservazione della quantita di moto

2.7 Comportamento dei fluidi

Finora non si ¢ ancora specificato nullo sul tipo di fluido che consideriamo
e nel suo comportamento durante il moto. Le equazioni di conservazione
di massa, quantita di moto e momento della quantita di moto sono valide
in generale indipendentemente dal tipo di fluido considerato. Da un punto
di vista matematico, si sono introdotte nel sistema di equazioni le seguenti
incognite: le 3 componenti u; del vettore velocita, le 6 componenti Tj; (per
fluidi non polari) del tensore delle tensioni e la densita p, supponendo nota
la forza di massa f. Corrispondentemente si hanno a disposizione solo 4
equazioni, escludendo per fluidi non polari 'equazione di conservazione del
momento di quantita di moto, e cioe: le 3 componenti dell’equazione vet-
toriale della conservazione di quantita di moto e ’equazione scalare della
conservazione della massa.

E’ quindi necessario fornire ulteriori informazioni sul comportamento del
fluido: in particolare sulla dipendenza delle forze di contatto (e quindi 75 )
dal moto del corpo (e quindi u;). Tali relazioni tra forze di contatto e moto,
dette equazioni costitutive, sono basate sui seguenti assiomi, introdotti da
Noll:

e principio di determinismo: la tensione in un corpo ¢ determinata dalla
storia del moto che il corpo ha avuto fino al tempo ¢, e non & quindi
influenzata dal moto futuro del corpo

e principio di effetto locale: il moto del fluido al di fuori di un intorno
abbastanza piccolo di una particella materiale P, puo essere ignorato
nel determinare la tensione in quel punto. Cioe il moto di una parte del
corpo non ha effetto sulla tensione in un’altra parte del corpo stesso.

e principio di indifferenza al sistema di riferimento della risposta del ma-
teriale: le equazioni costitutive devono risultare invarianti per cambi
del sistema di riferimento e quindi dell’osservatore.

2.8 Relazioni costitutive

Gli assiomi illustrati in 2.7 si possono utilizzare nel modo seguente per la
costruzione delle relazioni costitutive dei fluidi.

Si puo soddisfare il principio di determinismo assumendo che il tensore
T;; dipende solo dallo stato attuale di moto del fluido. Vedremo in seguito
come considerare la eventuale dipendenza dalla storia passata. Il principio
di effetto locale ¢ soddisfatto se si assume che 7;; in un punto dipende solo
dalla velocita e dal tensore gradiente di velocita in quel punto, oltre che
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Relazioni costitutive 2.8

dai valori locali delle variabili di stato termodinamico, che preciseremo nel
cap. 3.

T,;=H ui,%,sta‘co termodinamico (2.8.1)
J an

: Ou; : :
Come noto, dal § 1.10, il tensore —- & dato da una parte simmetrica

0z

di velocita di deformazione e da una parte antisimmetrica di velocita di

rotazione di corpo rigido (1.10.2))

ou;
873}; =€ + Qij (2.8.2)

II principio di indifferenza dal sistema di riferimento impone che Tj;
possa dipendere solo da e;;. Consideriamo infatti un primo osservatore in
un sistema di riferimento fisso con il laboratorio ed un secondo osservatore
in un sistema di riferimento che trasla e ruota insieme al fluido per cui,
rispetto a questo riferimento, il fluido ha u = 0, £;; = 0. Assumendo valida
la il primo osservatore troverebbe una dipendenza di T;; da u; e €25,
il secondo no. Dovendo essere il comportamento del materiale lo stesso per
ambedue gli osservatori, si deduce che

Ti; = H(e;;,stato termodinamico) (2.8.3)

cioe dipende solo dalla parte simmetrica del tensore gradiente di velocita.
Si puo inoltre verificare sperimentalmente che un fluido a riposo presenta
una particolare condizione di tensione: la tensione ¢, in un punto relativa
ad un’area dS, ¢ sempre diretta secondo la normale n all’area stessa, ed ha
un valore indipendente dall’orientamento dell’area stessa. Cio significa che

t(n) =T -n= —pn (2.8.4)
e quindi in forma indiciale
Tijn; = —pn; = —poijn;
cioe ¢ sempre verificata per ogni n la relazione (A.9.2)

(Tij + pdij)nj =0 (2.8.5)
quindi ogni direzione ¢ una direzione principale del tensore (cio¢ il tensore
e sferico) e il suo valore principale —p & detto pressione idrostatica. Quindi
per un fluido a riposo

Tij = —pdij (2.8.6)

La pressione idrostatica p, per un fluido compressibile a riposo si puo
identificare con la pressione termodinamica.
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2 Dinamica dei corpi deformabili. Conservazione della quantita di moto

Si accenna infine alla possibile dipendenza di 7T;; dal passato, oltre che
dallo stato attuale di moto, sopra considerato. Si puo in tal caso tener conto
della storia temporale della deformazione mediante una funzione memoria
M(t — s), ove t ¢ il tempo attuale e s & un tempo precedente s < ¢. La
funzione memoria puo essere ad esempio data da un esponenziale negativo
in (t — s), tale per cui la storia recente risulta pit importante di quella
remota. La Tj;(t) si puo allora esprimere in funzione di M con relazione

analoga alla ([2.8.3)
t
Tii(t)=H (/ M(t — s)e;j(s)dS, stato termodinamico) (2.8.7)

2.9 Fluidi Stokesiani e Newtoniani

Si dice Stokesiano un fluido che verifica le seguenti ipotesi:

a) Tj; € una funzione continua del tensore e;; e dello stato termodinamico
locale

b) a riposo la tensione ¢ data dalla pressione idrostatica cioe Tj; = —pd;;

c) ¢ isotropo, cioé non ha direzioni preferenziali e quindi la relazione
funzionale tra tensioni e deformazioni ¢ indipendente dall’orientamento

d) ¢ omogeneo, cio¢ non dipende esplicitamente da x, ma tramite la
variazione di e;; e delle variabili termodinamiche con la posizione.

Sotto tali ipotesi la relazione costitutiva si puo esprimere in generale
mediante una relazione tensoriale del tipo:

dove A’; A” A" sono, per lipotesi ¢), tensori isotropi del tipo considerato
in A.10 ed inoltre, per l'ipotesi d), possono dipendere dallo stato termodi-
namico ma non direttamente dalla posizione.

Se si assume che siano prevalenti i primi due termini della , cioe
T;; ¢ una funzione lineare di e;j, si ha la sotto-classe dei Fluidi Newtoniani,
che qui di seguito consideriamo.

Ricordando dal § A.10 che i tensori isotropi del 2° ordine sono dati da d;;
per una costante scalare e quelli del 4° ordine da una combinazione lineare
dei prodotti d;;0kl, 9,07k, e 0;,0;1, si puo scrivere:
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Pressione e tensione normale media 2.10

Tij = Agdij + Ardijopiers + A20i0kek
+ A3dikdjiek (2.9.2)

Agdi; + Ardijerr + (Aa + A3z)ei;
= (AO + Alekk)éij + A4€ij (293)

Se si assumono per le ipotesi b) e d)

AO = —p Al = A4 = 2,U, (294)

dove p e la pressione termodinamica e A, u sono coefficienti di viscosita,
solitamente funzioni della temperatura, si ha

Tij = (—p + ek )dij + 2peij (2.9.5)

che in assenza di moto verifica l'ipotesi b). La e la relazione costitu-
tiva per un fluido Newtoniano.

Per fluidi Stokesiani, piu in generale, si deve considerare anche il terzo
termine della e si hanno relazioni costitutive del tipo

Tij = —pdij + Beij + veirer; (2.9.6)
2.10 Pressione e tensione normale media
Se si considera il tensore tensione viscosa o;; la (2.9.5)) si scrive

Tij = —pdij + 0ij (2.10.1)

con

oij = /\ekk&j + 2ueij (2.10.2)

La somma dei 3 valori sulla diagonale principale (traccia del tensore) per
il tensore T;; ¢ data da:

Ty = —3p + 0ij con oij = (BA 4+ 2p)exs

ed il valore medio

T;; 2
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2 Dinamica dei corpi deformabili. Conservazione della quantita di moto

Per tensioni viscose nulle, cioe in assenza di moto o nell’ipotesi di fluido
perfetto
1 1 _
§Tij = §(T11 + Toy +T33) = —p (2.10.4)
cioe la pressione termodinamica ¢ uguale alla tensione normale media p.
Cio e ancora valido se (vedi (2.10.3))) si considera (Stokes)

—p=

2

che e una relazione molto particolare tra i due coefficienti di viscosita, valida

in generale solo per gas monoatomici a bassa densita, oppure per le ((1.10.1]),
(1.8.4)

Crk — 0 (2.10.6)

cioe per fluidi incompressibili (p = cost.)., In tal caso perd p, perdendo il suo
significato termodinamico, mantiene solo quello di tensione normale media.

In generale pero dalla ([2.10.3])

2
p—p= ()\ + 3’“) €kk (2.10.7)

dove ()\ + %,u) ¢ il coefficiente di viscosita di massa (bulk viscosity) che
lega la tensione viscosa alla velocita di variazione di volume. Ricordando

la (T53)

2 1Dp
—p=—|A+-p)—— 2.10.8
p—p ( + 3u> Dt ( )
Si noti che l'ipotesi (2.10.5)) annulla la viscosita di massa, che puo avere

ha un’influenza rilevante.

2.11 Equazioni di Navier Stokes

Le relazioni costitutive illustrate nei paragrafi precedenti danno quelle ulte-
riori informazioni sul comportamento del fluido, necessarie per la determi-
nazione delle incognite (infatti I'aggiunta delle sei componenti porta
ad un bilancio tra numero di equazioni e numero di incognite.

Le espressioni di T;; si possono anche sostituire nelle equazioni di
conservazione della quantita di moto, ottenendo un sistema ad un numero
minore di equazioni anche se piti complesse.

Considerando le (2.4.3)) si calcola mediante la ([2.9.5])

Ty _ oy 0 (\0u)s D (] (P, O
ox; 8:5]-6” * 0z (Aaxk> % + oz; (2,u2 <8x]~ * 8$Z>> (2.11.1)
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Condizioni al contorno 2.12

assumendo A = cost. e u = cost. si puo ottenere una forma piti compatta

T3 Op 9 (Ouy 8u;
= — A —_— 2.11.2
0 ox; + (At p) ox; <6$k M&Ej&rj ( )
sostituendo in ([2.4.3)) si ha
Du; dp 0 [ Ouy 0%u;
=pfi — — 2.11.
Pt =PI Gy TG, <8xk> T ;00 (2.11.3)
o in forma vettoriale
pa = pfi —grad p—+ (A + p)grad div u+ pViu (2.11.4)

che € nota come equazione di Navier Stokes.
Se il fluido & incompressibile uy, = 0 per la (1.8.4)) e la ) diviene

Duz i - p 0%u;
ek 838J8:L‘J

(2.11.5)

2.12 Condizioni al contorno

11 caso di contorno che separa il fluido da un solido ¢ di particolare importan-
za nei problemi di fluidodinamica. In generale il fluido aderisce alle pareti
solide con le quali viene a contatto per cui

u; = U; OVVero (Upel)i =ui —U; =0 (2.12.1)

dove U; ¢ la velocita della parete solida. Alla relazione vettoriale (2.12.1])

corrispondono le condizioni scalari

urel-n:()

urel-t:O

(2.12.2)

con n, t normale e tangente al contorno nel caso piano indicato in Fig. 2.4.
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2 Dinamica dei corpi deformabili. Conservazione della quantita di moto

Per valori della densita del fluido molto piccoli, vi pud essere una non-
aderenza completa all’interfaccia fluido-solido cioe

Upe] -t # 0 (2.12.3)

queste condizioni si indicano col nome di slip conditions. La condizione di
impermeabilita della interfaccia solido—fluido, rimane sempre valida, a meno
di particolari condizioni di porosita delle pareti con iniezione o sezione di
fluido, per le quali

Upel M F# 0 (2.12.4)

queste condizioni sono di particolare importanza per problemi di raffredda-
mento di pareti, di distacco di strato limite, etc.

Molto importante nei problemi di fluidodinamica e anche il caso di con-
torno libero, cioe di interfaccia tra due fluidi non miscibili tra loro, ad es.
liquido—liquido, liquido—gas. In tal caso la configurazione geometrica del
contorno libero, dipende dalla soluzione del campo di velocita e di pres-
sione, e viene quindi definita insieme con questi. Denominando con (+) e (-)
i due fluidi, come nello schema di Fig. 2.5, si puo scrivere come condizione
all’interfaccia

[Tijnj]t = oHn; (2.12.5)

dove [ ] indica la differenza dei valori alla interfaccia della quantita in
parentesi, o ¢ la tensione superficiale e

1 1
H=|—+— 2.12.6

(31 * Rz) (2.126)
con Ry e Ry raggi di curvatura della superficie di interfaccia in due piani

ortogonali contenenti n.
/7 n

//\

+

Nel caso di tensioni viscose trascurabili

Tijng = —pn;
la ([2.12.5)) si riduce alla
[—p]T =cH (2.12.7)
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che da la configurazione di una superficie libera tra due fluidi a riposo: la
pressione € in questo caso uniforme in ciascuno dei due fluidi e il salto di
pressione costante lungo l'interfaccia.

Nel caso che anche la tensione superficiale sia trascurabile, si ottiene
dalla una condizione al contorno per la pressione alla superficie
libera

()" =(p)~ (2.12.8)

Altre possibili condizioni al contorno per il campo fluidodinamico ver-
ranno esaminate nello studio dei singoli problemi.
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